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LOI NOI PAU

Ly thuyét dan hai ddng mot vai trd quan trong trong Co hoc vat ran bién
dang noéi riéng va trong Co hoc méi trudng lién tuc noéi chung. Ly thuyét dan
héi duge xay dung trén cac gid thuyét vé bien dang phu hop véi thuc té kg
thuat, nham don gidn hoa va xay dung céc phuong phéap gan ding dé gidi cac
bai toan k§ thuat vdi mitc do chinh xac theo yéu ciu thiét ké. Trén co s& cac
quy luat va phuong trinh co ban clia Iy thuyst dan héi cé thé gidi mot loat cac
bai toan trong thuc tién: tinh toén (ng sust, bién dang, chuyén vi clia cac két
cdu dang thanh, t&im mdng, 6ng day, dia quay, vd méng, vat thé tigp xic...
dudi tac dung cba céc dang ti trong khac nhau. Chinh vi vay, Ly thuyét
dan héi ¢ tinh (ng dung cao va dugc dua vao gidng day & héu hét cac
truong Pai hoc k§ thuat, 1a mén co sd chuyén nganh cho Co khi, Co hoc k¥
thuat va trang bi kién thiic cho mot s8 chuyén nganh khac (Ly thuyét tdm vd,
Két c&u hang khéng,...).

Cudn sach “Ly thuyét dan héi” duge bién soan theo Chuong trinh khung
cua Bo Gido duc & Dao tao cho nganh Co hoc kg thuat véi thdi lwong 2-3 tin
chi ctia hé Dai hoc chinh qui, cting nhu hé Cao hoc. Nai dung cudn sach dudc
dva trén nhiing kién thitc co ban nhéat cla Ly thuyét dan héi, nhadm gitp cho
ngudi doc cé thé ndm vitlng phuong phap gidi cac bai toan mét cach dé hidu
va cé thé ihg dung vao viéc gidi quyét cac van dé tuong tu trong thuc t&. Tac
gid da tap hop va chon loc cac van dé c6 tinh dac trung nhat, ddng thdi bd
sung nhing két qua tinh toan bang phuong phép phan ti hitu han dudi dang
dé thi, hinh &nh d& minh hoa sinh dong sy phan bd ting sudt cing nhu bign
dang clia vat thé dan héi dudi tac dung clia cie ngoai lyc.

Noi dung cudn sach gébm 6 chuong, trong dé trinh bay 1§ thuyét, cac vi
du, bai tap tu gidi. Phan phu luc bao gdm céc bang tém tét chuyén vi va nai
lyc cla t&m tron chiu uén bdi tai trong ddi xing truc, cac dé thi va hinh anh
tinh toan &4p dung phuong phép Phén tt hitu han. Ban doc ¢6 thé tham khdo



thém bai tap trong cuén “Bai tdp dan héi itng dung” (ciing nha xust ban)
dé b3 sung va hoan thién hon kién thitc vé Ly thuyét dan héi.

Cudn sach c6 thé ding lam tai liéu gidng day, hoc tap cho sinh vien cac
trudng Dai hoc k§ thuét, cac hoc vién cao hoc, nghién cltu sinh, va la tai liéu
tham khao cho cac ky su, nha nghién citu vé linh wvwe Co hoc vat ran bién
dang.

Téac gia xin chan thanh cadm on Nha xudt ban Gido duc Viet Nam da tao
&iéu kién thuan loi d& cudn sach dugc ra mét ban doc. Péng thdi xin chan
thanh cdm on cac ban déng nghiép da déng vién va gilp d& cho viéc hoan
thién cudn sach nay.

Téac gid xin hoan nghénh moi ¥ kién déng gép va xin wi long gui vé dia chi:
Bé mén Stc bén vat lieu, Khoa Co khi, Trudng Pai hoc Bach khoa Ha Néi.

Ha néi, thdng 6/2009

Tac gia



Chudng 1

TRANG THAI ONG SUAT - TRANG THAI
BIEN DANG

1 - TEN-XO (PNG SUAT

1.1. Ung suét trén mat nghiéng bt ky trong hé toa do Bé cac

Xét mot vat thé dan hdi o trang thai cAn bang dudi tac dung ctiia mot hé
ngoai lwc. Tudng tuong cit vét thé bing mat cit bat ky di qua diém M
(hinh 1.1), xét sy can bang cia phan A, ta c6 vécto Umg suat tai diém M

dugc dinh nghia bai cong thuc
AP
= lim —

pv At 50 AF

hoac c6 thé biéu dién dudi dang :

P,

=0+ 1

(1.H

(1.2)

Véi AP 13 vécto ndi lue tac dung trén dién tich AF, o 13 thanh phin

-

’ i 1 r r hd ’
ung suat phap, 7 13 thanh phan ng suat tiép. Ky hi¢u v la vécto phép tuyén

-

don vi cna mit cat tai diem M, o 1a goc gitra p, vavtaco .

fol=p,.v
- 2 2
[Tl =+/lp, I —|o]
p,.V
CoOS QL = ——

N

(1.3)



P,
T \
AF ;
S v
(A) M
2
Z,
|
O l - - p"_ -~
— e ~N - —t— y
X, l Y.
(A)
X
Hinh 1.1

Néu phuong phap tuyén cha mit cat tring véi phuong cua truc toa do,
ta c6 cac vécto (mg sudt trén cac mat tuong tmg duge xac dinh bai :
p=ci+rt_j+rtk

v i+o, jrT,k (1.4)

-
I

y

p, =T, 1+t ]+ clk

Trong truong hop mat cit bat ky, ta c6 :

p=Xi+Y j+ZKk (1.5)
i
= (X\’: Y\’: Z’\’) J 3

»

k

EI

-
Vol 1, ), klacéc vécto co sd cua hé truc toa do.



Db 16n ciia vécto tmg sudt bing: p, =X, > +Y,”+Z,° (1.6)
Tir (1.4), lan lugt nhan céc biéu thirc voi cac cosin chi phuong cﬂa; la,
m, n roi cong lai, ta c6 cdce thanh phén hinh chidu cta p‘; dugce xac dinh boi
cOng thuec :
X, =c {+ T,m+Tn
Y = T, 0+om+ T n (1.7)
Z =t l+1t m+on

Ho4c dudi dang ma trén .

v X vX
5
Y, [= Ty O, Ty|lm (1.7°)
Z, 1, T, O,)\n

Tap hop cic thanh phén ciia ing sudt trén cac mat phing song song v6i
cac mit toa do 1ap thanh ten-xo \mg sudt:

Gy Tox T S, O, Gy
T, = T, O, T, |hogcTs=|o, o, o,
T Tyz G, Gy O, Oy

v&i 6y = o, (i # j) (con goi 1a dinh luat d6i tmg cua img suat tiép).

1.2. Png suét chinh - phwong chinh

Mat phiing trén d6 ung suét tiép bang khong goi 14 mdr chinh, Umg suét
phap trén mat chinh goi la éng sudt chink, phuong phap tuyén cia mat
chinh goi 1a phuwong chinh.

Khi d6 ten-xo tmg sudt s& trd thanh ma tran dudmg chéo:

6] 0 0

1



Ky hiéu o 12 tng sudt chinh, v la vécto chi phuong ciia phuong chinh,
ta co:

p=o.v (1.8)
Chu y réng cac cdsin chi phuong cua 3 13 €, m, n, va hinh chiéu cﬁa;
chinh la X,, Y, Z,, so sér;h (1.7) va (1.8), ta ¢6 hé phuong trinh :
(6, -0c)+1 m+1n=0
‘tlyf + (oy —o)m + t,n= 0 (1.9)
T+t m+ (0, —on=0

Do €2 +m? +n’ = 1, ta ¢6 hé phuong trinh dai sé tuyén tinh thudn nhit
(1.9) ¢6 nghiém khéng tim
thuong khi dinh thirc bing khong:.

o.-6 T 1

X D23 >3

T G -C 1 =0 (1.10)

xy y y

1 T G,—GC

xZ yz 2

Khai trién dinh thire (1.9) ta c6:
¢ -Jo -Jao-1) =0 (1.10")

Phuong trinh bac 3 trén ¢6 3 nghiém thuc ¢, 63, 03, lan lugt thay tri sb
clia vng suat chinh vao hé (1.9), két hop voi didu kién tdng binh phuong cac
c¢dsin chi phuong bang 1, ta tim duge cac phuong chinh twong tmg.

CAc ymg suft chinh ¢6 trj s khéng phu thudc hé truc toa dd, do d6 cac
hé sb ciia phuong trinh trén 14 khong dbi dbi véi moi phép bién ddi toa do,
do d6 con dugce goi 1a cdc bdt bién cia ten-xo Umg suét:

J,=0,+0, +0,




J =t c T (1.11)

Ta c6 thé chimg minh mét cach dé dang tinh chét truc giao cua cac
phuong chinh: tir hé (1.7). Thay gia tri ¢ va céc c¢bsin chi phuong cua vng
sudt chinh thir nhét, nhan hai vé ctia phuong trinh 1an luot véi cac cosin chi
phuong ciia phuong chinh thir hai, rdi lam twong tr véi cac chi s6 1, 2 dbi
¢hd cho nhau, sau d6 trir hai két qua tim duoc, ta c6:

(6,6, +mm, +nn,)=0 (1.12)

Do cac img sudt chinh ndi chung la khac nhau nén thira so thir hai phai
-

bing khong, d6 chinh 1a tich v hudéng cia hai vécto v, va v, , hay

~> - - - - -

v, Lv, Tuongtu: v, Lv,;v, Lv,.

Ta nhén xét thiy bai toan tim img sudt chinh va phuong chinh tuong tur
bai toan tim tri riéng va vécto riéng cua ma tran T,.

Néu chon hé truc toa 46 tring véi cac phuong chinh, ta ¢6 céac bét bién
chia ten-xo (mg sut xac dinh boi cong thire:

J, =0, +0, +o0,

I o, O . g, O N o, O ( N . )
= - =-(0,06,+0,0,+0,0
2 0 ol o ol o o 6,6, ¥ 5,65, 7 G;56,
s, 0 O
- ;=10 o, 0)]=00,0, (1.13)
0 o,

Nhu vay ta thdy téng cdc tmg sudt phdp theo ba phwong vuéng géc bat
ky Lo khéng doi, cdc phicong chinh vuéng goéc voi nhau tieng doi mot.

1.3. Ten-xo (Png suat ciu va ten-xo’ g suét léch

Trang thai img sudt bit ky ¢ thé phan tich thanh cong tic dung cla hai
trang thai tmg sudt dic biét: trang thai ung sudt cdu va trang thai vmg sudt léch.



Ky hiéu irng sudt trung binh theo cbng thirc:

_ o, t0,+0,

Gy = (1.14)
Ten-xo tng suit cdu c6 dang;
c, O O
TS = 0 o, O (1.13)
0 0 o,

Ten-xo ung suét léch c6 dang:

G, =0y T T

yX X
T, =| 1y, ©0,-04 T, (1.16)
‘[7_\ Tyz Gz _Glb
Tathiy rd rang : T, =T; +TP (1.17)

Trang thai img sudt ciu chi gay nén bién doi vé thé tich, trang thai img
sudt 1&ch chi gay nén bién doi hinh ddng cia phan 16 trong vit thé dan hdi

dudi tac ddng cua ngoai luc.
2 - TEN-XO BIEN DANG

2.1. Hé thirc Cési giira bién dang va chuyén vj
Goi Py(xo, Yo, Zo) Vi P(X, y. z) 12 hai diém bét ky ndm trong vat thé dan

hoi & trang thai chua bién dang, sau khi bién dang, vi tri méi cua Py 1a

Py’ (X0’, Yo' z0” ) va P°(x’, y’, 2°) (hinh 1.2a). Ky hiéu r,r la cac vécto Y)P

va P,P'. Ta goi vécto PP' 1a vécto chuyén vi cda P sau khi bién dang. Khi

d6 thanh phén hinh chiéu cua PP’ duoc xac dinh nhu sau:

u=x’-x
vEy-y
w=2z-z (1.18)

10



/// N
p \
/ |
/ . /
/ P //
/
/ //
/ r /
! /
i /
{ /
\ ' /
\ Po /
\ /
N\ s/
~ ~

Hinl [.2a. Céc thanh phan cia chuyén vi 1a cdc ham sb cua toa do

éu 4
= dy—of. ——"
R 1:_’--"" D |
T P c !
V{x.y+dy) ¥ /
' !
/ /
J
Vi c DI 8/ |
. - —ia i ™ dx
f dy }
v(x.y)
& A dx Bl u(x+dx,y) N
u(x.y)
O
X
Hinh 1.2b

Trén hinh 1.2b, x¢t phan 16 ABDC & vl tri trudce bién dang, d6 dai cua
AB 1a dx, ctia AC la dy (gia thiét ABL AC). Sau bién dang, vi tri mdi cia
ching 1a A°, B*, D, C. Ky hiéu u, v 13 thanh phin chuyén vi cta diém A
theo phuong x, y twong tmg, ta ¢6 d6 bién dang dai ty ddi cha AB va AC

theo phuong x. y 1an lugt la:

11



E

(1.19)

X M £ = =
dx ox dy

Tuong tu, trong khéng gian ta c6 bién dang dai ty déi theo phuong z la:

w+@dz -w
oz ow

87 = = ——
) dz 0574

Do bién dang cta phén 6 coi 12 vé ciing bé, cic goc a va 8 dugc coi

:[u+%dx]-u=@' (V+Zy—vdy]—v v
oy

(1.20)

bang tang cua ching. Su thay ddi cia gbc vudng BAC trong mat phing xy
ky hiéu la v, xac dinh boi:

A
‘YXV ax ay
Tuong tu, ta c6 cac bién dang goc trong mat phang yz va xz:
hzﬁwﬁﬁyn¥ﬁ+@ (1.21)
¥ 8y oz N S/

Céc biéu thic trén goi 1a hé thuac Cést, biéu dién sy lién hé gitra bién
dang va chuyén vi.
Céc biéu thire trén c6 thé viét gon nhu sau:

1{ du, Oy v s e s 2 -
g, =—| —+— |, VO g la thanh phan cvua ten-xo bién dang Te:
Ox

Y2 ox ) 1
(ujj 1a thanh ph?m chuyén vi theo céc truc toa do).
1 ) €, & B
T = nyy g, Eyzy hodc Te=| g, €, &, (1.22)
1 1 €y By Egy
EYXZ by Yy: &

Tuong tu nhu tinh mg sudt trén mat nghiéng bét ky, ta c6 thé sir dung
ten-xo bién dang dé tinh bién dang dai cia mot doan thang cho trude, néu

biét vécto chi phuong ciané lav

12



ew( X 2 b2 2 zx V!
1 1
€, |= nyy €, Eyzy Vv, (1.23)
20 1 1 Vi
— — €
L 2 ‘sz 2 sz z

Néu biét vécto chi phuong cia hai doan AB, AC trude bién dang la v

va p, ta co cong thic x4c dinh su thay ddi géc gitta hai doan AB va AC sau
khi bién dang la:

Y =2(8,ViH) HEV H, +E, Vi) Y, (Vi + Vol )+ Y, (VoM +ViHy )+

e (ViHy + Vi) (1.24)

- -

v) p (1.25)
Trong d6, thira sb thir nhit trong ngodic 12 ma trin chuyén'vi ctia phép
nhén 2 lin ma tran cta bién dang voi ma trin cia vécto V.

hodc duéi dang ma tran: y= (2T,

2.2. Bién dang chinh - Phwong chinh cua ten-xo bién dang

e, 0 O

T =0 €, O
£

0 0 &

VGi £, €7, €3 13 cac bién dang chinh. Phuong trinh dé xé4c dinh bién dang

chinh va phuong chinh giéng nhu {mg sudt chinh & phuong chinh cta
ten-xo Umg suét 1

63—1;82—128—I3=0

(1.26)
Véi 1 =g, +e,+e,=6
1 1
Ex nyy 8y Eyyz ez nyz
L=- + +
1 1 1
E‘ny Ey Eyyz Ez nyz Ex

13



1 1
IS 2 Y\y 2 yx/.
L= Yy &y EY’"’ (1.27)

1 1
- — E
2 Y xz 2 sz 2z

[ 1 1
g, — e +—=y m+—y.n=0
By — )+ Ty ,m+ 27,

! I
< E'ny() + (Sy - e)m + Eyﬂn =0 (128)
1 1

Lgyxzf + E’Yy—,‘m + (Ez - S)n = 0

voi P+ mP+n’ =1
Tuong tu nhu ten-xo ¥ng suit, ten-xo bién dang ciing c6 thé phan tich
thanh tong cia ten-xo bién dang cau va ten-xo bién dang léch. Nguoi ta
cling chimg minh duoc ring, cac phuong chinh cta ten-xo ung suat va
phuong chinh cua ten-xo bién dang 1a tring nhau (néu coi bién dang 12 bé).

Vi du I: Ten-xo (mg suét tai diém P ciia vét thé dan hdi duge cho nhur sau:

7 0 -2
T.={0 5 O
-2 0 4
a) X4c dinh vécto tng suét trén mat nghiéng c6 phap tuyén:
_ 27 2= 1=
v==1—=]j+-k diquaP
37373 A

b) Xéc dinh cac thanh phén (mg suit phap va ing suat tiép cna E .
¢) Tinh gbc giira p, va v
Giai:

a) Ap dung cong thire (1.7) ta co:

14



- : . ; - - 10=
Viy vécta mg suat trén mit nghiéng diqua P la: p, =41 ——3—)

b) Thanh phan mg suit phap:

Thanh phén img suit tiép:

2 (E)%&
P. 3

Géc gitra p, ; v xac dinh theo cong thirc :

2
-5’ 21,79 ;

P,

T=

P.-V 0,04 . Dodé o= 20"
N

COS a =

Vi dy 2. Trang thai (mg sudt tai diém bAt ky cha vét thé dan hoi

(hinh 1.3) dugc xac dinh b& ten-xo g suét:

3xy Sy’ 0
To=[s5y* 0 2z
0 2z O

a) Xac dinh img suét tai diém P[Z , 1, \/5) trén mat phang tiép tuyén

vai mat tru:

15



16

Hinh 1.3
Thay toa d¢ cua P vao ta ¢o:
6 5 0
T®={5 0. 243
0 2¥3 0
Phap tuyén cha mat phing tiép tuyén vdi mat tru xac dinh béi:
gradfz-a—ffwtif-j +§£E ;
ox oy~ 0z

vai £ (x, v, z) = 0 Ia phuong trinh ciia mat cong bét ky.
Thay f(x,y,z) =y’ +22-4=0, taco:

grad f (Z.Iﬁ)=24j+2\/§l—<

Chuin hoa vécto trén, ta c6 vécto phap tuyén don vi:

‘_) —— —
o _ gradf =i‘+_‘/§k

|gradf| 27 2

Ap dung cdng thirc (1.7) ta ¢6 vécto img sult tai diém P c6 dang:

pv=§f+3]+x/§l_(



Vidy 3: Trang thai ing sult tai didém P ciia vat thé dan hdi duoc xac

dinh bai ten-xo g sut:

3
Ty =

N O
S oo

1
1
a) Xac dinh tmg suat chinh’va phuong chinh.

b) Xac dinh tmg suét tiép 16m nhét.

a) Ung svét chinh dugc x4c dinh boi c¢ong thire (1.10°):

c'-Jo’-lc-1,=0

1,=13 |
13 1] o 2| |0 1
J, == + + =6
1 0/ (2 0] |1 3
301 1
J,=|1 0 2|=-8
1 2 0

Thay vao phuong trinh, ta ¢é:

c?-36%66+8=0 *)
hay: (o-1)o-4)oc+2)=0.
Vay cac vmg sudt chinhla:6,=4;06,=1;063=-2.

Trang thai vmg sudt tai diém dang xét 1a trang thai ing suét khdi. Thay

gia tri cta ¢ | vao hé (1.9), ta co:

(3-4){+m+n=0 . £ +m+n=0
¢+(0-4)m+2n=0 hay <¢{—4m+2n=0 (**)
(+2m+(0-4)n=0 €+2m-4n=0

Gidi (**), két hop véi didu kién €2+ m? + n* =1 ta duoc :

17



Tuong tu, thay o3 = 1 vao hé (1.9):

2'4+m'+n'=0

{'-m'+2n'=0
£'+2m'-n'=0
voi : 2+ m”?+n”=1

ta thu duogc phuong chinh thir 2 :

il _E.L.l}
: 37373

Phuong chinh thir 3 xac dinh theo tinh chat truc giao:

ESR I
v, v, =0 J’ NN
— — 1 1
V,y.vy =0 = \/— "+-\/——m"+ =0;
A
p1r2 w2 n2 __
" +m™ +n" =1 P e n? =1
Ta thu dwgc phuong chinh thir 3: v, -{0'—1—'———1—}
T - 3 a\/E) \/5 N
o L, & 1« Ao oas PILRIPN . G, Gy
Ung suat tiép lon nhat xac dinh béi cong thie: 1, = e 3

Vi du 4: Cho trudmg chuyén vj :
x'=x+ Ay
y'=y+Az ; A=constz0
z'=z+ Ax

a) X4c dinh ten-xo bién dang.

b) Tinh d6 dai cua cac canh OA, OB, OC cla hinh chir nhat OABC sau
khi bién dang.



dz
O dy A y
Hinh 1.4
Gidi:
Theo hé thirc Cdsi:
o(A ov Ju
ex:@: (y)zo; ‘Y‘(vz—-+—-=A
ox ox ox  dy
0(Az ow ov
ezﬂzgzo’ sz:__+_:A
Yoy Oy dy oz
O(Ax ou
SZ=@=M=O, YXT:QW_+_.:A
oz (o7 ' Ox oz
0 lA lA
2 2
Vay g, = lA 0 —A
2
lA lA 0
2 2
0 A A
hay: E,j=% A 0 A
A A O

Vi tri md&i cua cac diém O, A, B, C la:

0 0,0,0); A°(0+Ady;dy+A0;0+A0)=(Ady;dy;0)

19



Ta c6 d dai O'A'=\[(Ady)* +(dy) = dy/I+A’

Tuong tur : B (0, dy,dz ) ; B’ (0 + Ady; dy + Adz; dz + A.0 ) = (Ady;
dy + Adz; dz).
Viy:
O'B‘=\[(Ady)2 +(dy + Adz)” +dz? =,/(1+A2)dy2 +(1+A%)dz* + 2Adyd7
C(0,0,dz);C(0+A.0;,0+Adz;dz+ A.0)=(0; Adz; dz).

Dodo: O =y(Ady)? +dz? —dz 1+ A2

BAI TAP CHUONG 1

1.1. Hay chimg minh rang, vécto img suat E va pv) tai diém P trén hai mit
co phap tuyén v, v v, c6 tinh chét: hinh chiéu cia p, trén phuongv, bing hinh

chiéu cia p, trén phuong v;.
)

1.2. Cho cac vécto ng suat El‘, g P, trén céc mat phing vudng géc timg
doi mot. Hay chimg minh téng binh phuong cac mddun cia chiing khéng phu
thudc vao hé toa dd.

1.3. Trang thai g sudt tai diém P cho bdi ten-xo \ing suét:

a) [1ay xac dinh vécto tmg suat trén mat nghiéng song song véi mit phing:

3x+6y+2z=12

b) Xac dinh cac thanh phan irng suat phap, img suét tiép, va géc lap bai vécto
d6 vai phap tuyén ciia mjt phang.

1.4. Tai diém P cho ten-xo tng suét:

14 7 -7 z
4 c
T,=|7 21 O B8
A !
-7 0 35 i . 6
Hay xac dinh vécto ung suat /0)— ___________ — e
trén tiét dién di qua P va song song 27
vGi cac mit phang: G F
z
a) BGE

Hinh 1.5
b) BGFC (hinh 1.5).
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1.5. Trang thai \ig SuAt cia mot vat thé dan hdi cho bdi ten-xo (ng suat:
6 ac bo

T =lac 6 co |;vdia,b,clahang sd, o 1a ung suit.

g
b cc o
Hay xac dinh a, b, c, sao cho tri sd cua Gmg sudt trén mat phing nghiéng déu
mdt goc vai cac truc toa do thi bang khéng ?
1.6. Trang thai g suat tai diém bat ky cho bai ten-xo Ung suat :

0 Cx, 0
T, =] Cx, 0 —Cx, | voi C=const =0
0 -Cx, 0

a) Tinh img sudt tai diém P (4,*- 4, 7) trén mat phing:
2x) +2xy — X3 =-7

b) Ciing cau hoi nhir trén nhung trén mit cdu:
xf + xi + Xi =8l

¢) Xéc dinh ving suat tiép 1on nhat tai P?

1.7. Xéc dinh {ng suit chinh va phurong chinh ciia ten-xo tmg suat:

1 3 2
T,=|3 1 -2
2 -2 6

D6 la trang thai tmg sudt nao?

1.8. Xac dinh (ng suét chinh va phuong chinh ciia ten-xo (ng suat

T T T
T,=|t t 1| véitT=constz0
T 1T T

D6 la trang thai (tng suat nao?
1.9. Ung suat chinh tai diém P ¢6 cdc gia trj sau: 6,=12;0,=3;0, =-6.

Hiy xac dinh vécto mg sudt va thanh phdn dng suit phap ciia no tai tiét dién
nghiéng déu so véi cac phuong chinh di qua diém do?

1.10. Cho trudng chuyén vi xic dinh bai vécto:

u=(x~2)"i+(y+2)"j-xyk
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a) Hay xac dinh ten-xo bién dang tai P(0; 2; - 1)?
b) X4c dinh cac bién dang chinh tai P; d6 |a trang thai bién dang niao?

1.11. Cho ten-xo bién dang tai mot diém:

2 1 1
T,=1 2 1
)

a) X4c dinh cac bién dang chinh va phuong chinh?
b) D4 la trang thai bién dang nao?

1.12, Cho trang thai bién dang xac dinh bdi ten-xo:

1 -5 0
T, =|-5 2 -;- Cho biét OA = OB = OC =a ; AD = BD (hinh 1.6)
1
0 = 3
2

Tim bién dang dai tuong ddi cua céac canh AC, CB?

G6c ADC thay déi thé nio sau khi bién dang?

Hinh 1.6

1.13. Trudng di chuyén duge cho bai vécto:
u=(3x, - 4x, e +(2x, —x, Ve, + (4x, - x,)’e,

Tim sy thay d6i do dai cua vécto ndi 2 diém A(1, -2, 0)va B (3, 0, 4) 2



1.14. Trudng di chuyén dugc cho béi quy luit:
X]» = x]

X, =X, +Ax, vé A=const#0

X, =X, +Ax,

a) Tim cac thanh phén coa ten-xo bién dang?

b) Tim chuyén vi ciia cac canh cba hinh lap phuong (hinh 1.7)

‘Xg
B
|
=
I
|
|
dx q___.__—___ L__.
e Xz
-
A e dx
dx
Xy
Hinh 1.7

1.15. Trudng di chuyén duge cho béi quy lujt:

v A, B=const(A=B=0)
a) Xac dinh cac thanh phz“m cua ten-xo bién dang?
b) Tim sur fién hé gitta A va B dé bién dang thé tich ty dbi bing khong?

¢) V&i gid tri tim dugc coa A va B, hay xac dinh trang thai bién dang cia vat
thé a trang thai nao? ‘



Chuong 2

HE PHUCGNG TRINH CO BAN CUA LY
THUYET DAN HOI

1 — PHUONG TRINH VI PHAN CAN BANG TINH HOC -

PIEU KIEN BIEN v
Xét phan td hinh hop i
kich thuéc (dxxdyxdz) tach [ o

2y

ra tir vt thé dan hoi, cac mat Y I /F o
p Tax

cba phin 16 song song véi
cac miat toa dd (hinh 2.1).
Céac thanh phin tng sudt tac

G,

. ) X
dung 1&n .cac mit doi dién /
v&i mat dang xét lan luot la: z Hinh 2.1
] Gx | a‘r‘(y 1 X7
c' =0 +—dx;t' =1 +——dx ;1. =1 +-—“dx
X b3 ax Xy Xy ax Xz X4 ax
. oo, . ot,, ' .
¢, =0, +—=dz;1', =1, +—"dz;1_ =1, +—dz
‘ oz oz i Y oz
oo, ot ot
o, =0 +——dy 1t =1+ 8V dy ;t', =1, + -87dy

Ta viét phuong trinh c4n bang tinh hoc cua phan té:
2Py=0; 2Py=0; XP,=0

Ky hiéu F(pX, pY. pZ) la luc khdi tac dung 1én mot don vi thé tich, ta

thu duoc hé phuong trinh vi phan cdn bang tinh hoc ciia phan t6:
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b, o, o
<+ +—=+pX=0
Ox Oy oz
ot oo ot
> —L 4 z’+pY=0r 2.0
ox oy oz
ot oOt, do
2 —— 4+ —=+pZ=0
ox dy 0z ]
Hodc dudi dang viél gOI:
6(S.j s s 1 A 1AL, LA .
F +F=0 (,)=], 3, lay tong theo j) (2.2)

|
Ky hiéu luc mat tac dung 1én mot don vi dién tich trén bién cua vét thé
la l-‘;(X\,,Y\,,Z\,), vécto phap tuyén don vi tai diém bit ky trén bién 1a
-\t(vl,vz,vq ). tacod diéu kién bién:
X, =0V + TV, + TV,
Y = TGV, YOV, + TV, (2.3)

Z =1V +1T VvV, +6V
v xz | yr 2 z 3

(2.3) c6 thé viéi gon lai laip, = o, v, (y tong theo i =1.3)
PAX.Y,.Z}
b—{v,, Vo Vi
(T)
Hinh 2.2
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2 ~ PHUONG TRINH TUONG THICH SAINT — VENANT

Chuyén vi cia mét diém bat ky trong vat thé lién tuc duoc xac dinh boi
cac ham sbé u(x, y, 2); v(X, Yy, z); w(X, Y, 2). Néu biét duoc cac ham sb do, ta
c6 thé xac dinh duge cdc thanh phdn bién dang e; nhd hé thic Cési
(1.19 — 1.20). Tuy nhién, néu biét duge cac thanh phin bién dang, lam thé
nao c6 thé xac dinh duoc céc gia trj don trj ena chuyén vi? Dé giai hé gdm 6
phuong trinh vi phan véi 3 4n sb u, v, w, ta cin duya trén mdi lién hé gitra
cac thanh phin bién dang, con goi 12 phuong trinh tuong thich bién dang
Saint-Venant.

Dao ham 2 14n theo y biéu thirc cta £, va dao ham 2 lin theo x biéu thire
cua gy tir (1.19) ta cé:

g'e,  d'u O, v

oy oxdy: ox’  aydx

Cong hai phuong trinh trén, ta dwoc:
e 0, 8 du v, O
A A N (2.4 2)
oy ox* dydx dy Ox Oxdy

Biéu thirc sau ctng thu duogc theo Dinh ly Schwacs vé dao ham riéng

cia ham s lién tuc thi khong phu thudc vao thir tu léy dao ham.
Tuong tu, béng cach ddi thir tu cua cac ky hiéu, ta thu dugc :
e, N de, _ 2y,
ozt 8y’ byoz

(2.4b)

dt, &, o'y,
S
0" ox’  dxoz
Pao ham (1.20) lan luot theo x, y, z ta c6:
N, Ow . v oy d’u . w Oy, dv . d’u
Ox  Ovdx ozdx Oy 0zdy Oxdy Oz Oxdz Oydz

(2.4¢)

X2 _

Céng hai phuong trinh dAu 101 irir di phuong trinh cudi , vé véi vé, ta
thu duoc:
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OYY/- + anz _a{‘} _ 2 62\”

ax 8y oz oxdy

3w e

Liy dao ham theo z biéu thirc trén, chd y ring =—2=  ta
Oxdybz  Oxdy
nhan duoc:
2
i(aY)'Z + 5)/;(7_ _ ayxy ) =2 0 81 (2'4d)

0z 0Ox oy oz oxoy

Tuong tu, ta ¢ cac biéu thtrc con lai :
2 x &

_a_ _ aYY + anz + aY A €

=2—= 24
('}x( ox oy 82) Oyoz (24¢)

i(ayyz _ anz + a\{"y ) =2 828‘1
dy ox Oy Oz 0z20x

Két hop cac hé thic (2.4) ta duoc hé phuong trinh twong thich bién
dang Saint - Venant dudi dang rat gon nhu sau:

(2.4f)

2 2 2 2
a 8“11 a EJ" a Em 8 Slm

xox, | oxox,  oxpx, | Ox O,

(2.5)

Vé&ii;j;m;n=1,3(l4y tdng theo quy téc chi sé cAm cua Einstain).

~

62(;‘ 5zey 52ny

a}/l + aXZ = axay

algy + 6282 — azy"z

o oy oydz

6st 5252 azy‘z

+ =
oz X xéz
, F (2.5%)

2 a sx :i[_ ay)'l + 8Y>a. + &YW]
oydz 0Ox oxX oy oz
o, zf{% NGNS
oz dy\ ox By &z

2 8281 =i(asz + anz _ aYly]
oyox oz\ ox oy oz ) |
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® |6 ® ®

¢) d)
Hinh 2.3

Su twong thich cia bién dang thé hién & su lién tuc vé chuyén vi va goe
xoay clia moi diém trong long vat thé dan hdi. Trén hinh 2.3a, b x¢t bén
phﬁn tir ké nhau & trang thai trude bién dang. Hinh 2.3c thé hién su dich
chuyén lién tuc ciia cac phan tir sau bién dang, hinh 2.3d thé hién su khong
lién tuc cua chuyén vi va géc xoay, co nghia la xudt hién chd réng trong
long vit thé, trai voi giai thiét 14 ta chi xét vat liéu lién tuc.

3 — DINH LUAT HUC TONG QUAT

Trong hai phdn trén, ta da xét ly thuyét vé img suat va hé phuong trinh
vi phan can bing tinh hoc dé giat bai toan vé vat thé dan hdi theo khia canh
tinh hoc, ddng thii ta ciing xét 1y thuyét chuyén vi -bién dang dé giai theo
khia canh déng hinh hoc. Hai ly thuyét dé chua du dé giai quyét cac bai toan
vé Ly thuyét dan hdi, vi gitra tmg sudt va bién dang chua c6 dinh luat vat ly
nao rang budc. Trong muc nay, ta s& dé cip dén tinh chét var Iy chia bai toan,
nghia la dua ra su twong quan giita ting sudt va bién dang, thé hién boi Dinh
Iudt Hiic 1ong qudt (General Yooke’s Law).
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Theo Dinh ludt Huc tdng quat, tai mot diém bit ky trong vt ran bién
dang dan héy, ten-xo ung Suét ty 1€ va1 ten-xo bién dang theo quy luat sau:

6, = Cp -8y (i, k 1= 1.3, ldy tng theo k, 1) (2.6)

]

Trong d6, Cy 12 ten-xo cac héing s6 dan héi va 14 ten-xo hang bbn. Do
ma trén vudng la doi xing nén ta c6 21 hang soé ddc lap.

Dinh luat nay ap dung d6i v&i vat ran bién dang dan hoi bat dang hudng,
hay con goi 1a vat li¢u di hudng (anisotropic materials)

Biéu thirc trén viét dudi dang ma tran nhu sau:

O Ch Cp G5 G Gy Gy (&
Gy Cau Cun Gy Gy Gy Gy )| En
O _ Ca €y Gy Gy G5 Cyp | 8 (2.6")
Sy Cao Cpn Cu Cyu G Cyffen
Ca3 Ca Cu Gy Gy G Cg £y;
O3 Ca Cuy Cu Cu Co Cy €3

Ta lan Juot xét cac truong hop riéng vé tinh chit co hoc cua vat lidu.
3.1. Vat liéu dan héi tuyén tinh, ddng nhat va dang hwéng

Do tinh chat co hoc cua vat liéu & moi diém va moi phuong déu nhu
nhau (Isotropic materials) ta ¢6 :
Cii=Cy»=C33=Cia +2Cy; Csa=Cs55=Coes ;
Ci2=Cy=C13=C;3;=Cp;3=Csz;
Ci5 = Ci6 = Ca5 = Ca6 = C35 = C36= Cy45 = C4s =0
Ciy=Cyy=C13=Cy4=Cs5=0
Nhu vay, ten-xo cac hing sb dan hdi chi con hai hing s6 déc lap h va u,
goi 1a hang 56 La-mé.
Khi d¢6 (2.6) c6 dang:

Gy = }.QS,J' + 2}18 i (l,_] =13 . (27)

O =g, +en+e33=¢, (ldy 1dng thcoi=1, 3) goi 1a bién dang thé tich ty

N iz
aéi. & ={ 7 12 to4n tir Kronecker.
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Hay duéi dang khai trién:
o, = A0 +2ue, ; G, =H.Y,
G, = A0+ 2pE,, | O, = U.Yy 2.7)
Gy = A0+ 2Uuey; 3 O = BuYyy

- vE L =G= E
Tarvi-2v) " 2(1 + v)

Trong dé, E 12 modun dan héi (Elastic modulus), G 13 mddun truot

(Shear modulus), v 14 hé sé Poat-xdng (Poisson’s ratio), phu thudc vao
vat liu.

Tir (2.7) ta c6 thé it ra lién hé giira bién dang va \mg suét:

1 \% .
E":Z[GU_ | +Vc.6uJ yVOlo =0 |yt ont+ G (2.8)

Hay dudi dang khai trién:

1
& = E o), - v(o,, + ay;)l
1
€, = E [c, — V(o + 6,;)] L (2.8")
1
€y = E [033 V(Gn + 0, )]
[ (0]
28, =Y, = _(_I;—
- [e)
4 28y = ¥y = _(;i
(8]
2e =y =13
i 13 13 G
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3.2. Vit liéu truc huéng (Orthotropic materials)

Néu vt thé dan hdi c6 ba mat ddi xung vudng goc véi nhau timg doi
mot, tai m(:)i‘diém’ tinh c}}ét co hoc Cl‘lé‘l vat l,ic;‘u ¢4 ba mit dbi xtmg, khi do
ten-xo cac hang so dan hoi chi con 3 hang s6 doéc ldp, do:

Cii =Cy2 = Cs3; Cag =Cs5 = Ces ;

Cis = Cis = Cas = Cy6 = C35 = C36= Ca5 = Cu6 =0;
Cia=Cu—Ci3=C34=Cs6=0;
Ciu=Cy=C13=GC31=C3=Cy;

Biéu thirc twong quan giira img suit va bién dang trong trudmg hop vat
lidu truc hudmg cé dang:

o, =C, 8, +C (g, +£;)
Gy = Ci8yy +C)y (g, +8)

Gy = C1|833 + Cl2(£]l +822)

(2.9)
T, =2C,8,
Tu = 2C44823
T, = 2C44513

4 — PHUONG TRINH CAN BANG BIEU DIEN QUA
CHUYEN VI

Biéu din c4c thanh phdn clia ten-xo tmg sudt qua bién dang nh¢s dinh
luat Huc téng quat (doi vai vat lidu dang huomg), roi biéu dién bién dang qua

chuyén vi nho hé thire Co-si, sau dé thay vao h¢ phuong trinh (2.1), ta cé:

50
Au+(A+p)—+pX=0
B ( 1u)5 p

v

pAv+()L+},L)%+pY:O (2.10)

pAw+(k+p)? +pZ =0
Z J
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o* 8 0

vOi A = — + — + — latoéan tir Laplace.
oy oz

Hay dudi dang viét gon :

pAu, + (h + p)gxﬁ +F=0i=1,3 (2.10)

Céc thanh phin ciia lue mit tac dung 1én bién biéu dién qua chuyén vi

X, =286+ @5+@m+-@n +“[@€+Qm+6‘_w_n}
ox oy 0z ox Ox ox

Y, = A0m + p AL A + CLWINA SR v (2.11
ax oz oy dy

By oy
Z,=A0n +p @“@m@n ﬂl[@“_@er_é_w_n]
ox oy 0z 0z oz oz )|

hoac viét gon dudi dang sau:

P, =208v. + p—'v +pu—2tv
Vi i p'axj ) paxl J

vi Bx

P, =16 M L, M|y =13, yting theo ) (2.11°
v, + 1 —a?+— v;(,)=1, 3, lay téng theoj)  (2.11°)
j 1

HEé phuong trinh (2.10) con goi 1a phuong trinh Na-vi-€ hodc La-r
(Navier& Lame’), dugc st dung trong viée giai bai toan dan hoi véi cé

chon an sé 1a chuyén vi.

5 — PHUONG TRINH TUONG THICH BIEU DIEN QU
NG SUAT, THOA MAN PHUONG TRINH CAN BAN
TINH HOC '

Biéu dién phuong trinh tuong thich Saint- Venant qua Gng suit ba
cich sir dung twrong quan img suat -bién dang nhér dink Inat Hic, cha y d
ba phuong trinh vi phan cin bang tinh hoc, ta c6:
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(13y tdng theo j, j=1, 3)

Fi: thanh phan luc khéi (i =1, 3)

8;: toan tir Kronecker
C =0}t G22F 033

v: hé so Poat-xdng

__1 Po__ v (86X), ApY) , 26D)) _,8pX)
" 14V ox 1-v| & By oz ox
2 -
__ do_ v [apX) oY) ApZ)| ,0(PY)]| @.122)
1+ v oy? 1-v{ & dy oz dy
__ 1 s v a(pX) L opY) | 8(pZ) |, 3(p7)
1 +v 8z 1-v oy oz oz |
At a(PX) 6(pY)
1+v 8x6y
At + __[2eY) a(pz) \ (2.12b)
A 8yaz oz
At + [a(pZ) a(pX)j
1+v 6)(62 _
Hay dudi dang rat gon:
2 OF, : OF
A+ — 0o ___V —J‘_ﬁ il } (2.12%)
1+ Ox,0x, 1-voax, ¥ |&x, o

Hé¢ phuong trinh (2,12, 2,12%) goi 1a phuong trinh Bentrami-Misen
(Beltrami-Michell), gitip cho viéc giai bai toan vé& vat thé dan hdi véi cach
chon 4n s6 12 émg suét duoc thuan tién.
Trong truomg hop khéng ¢6 luc khbi 14c dung, hé (2.12) ¢6 dang (2.13)

Ky hiéu V> = A, trong d6 V =.§x_+

0

—+— goi ]a toan tir Divergence
Oy o0z
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2

0
(1+v)A’c, + P

(o, +0, +0,)=0

32
a+ \))AZGy + 5,,7(“* +6,+0,)=0

2
(1+v)A’c, +%(cx +0,+0,)=0
(2.13)

2

- (1+v)Air, + (o, +6,+6,)=0

2

(l+U)A2‘ry1+ 0 (o, +0,+06,)=0

z
2

0
(L+Vv)A*t, +
T 0z

(6, +0,+06,)=0

Nhur viy, bai toan vé vat thé dan hdi chiu tac dung cda ngoai luc bao
goém 15 4n sb (3 4n sb chuyén vi, 6 4n sb (mg suét va 6 4n sb bién dang), ta
c6 hé 15 phuong trinh cung cac diéu kién bién tuong tmg (3 phuong trinh
can bing tinh hoc, 6 hé thuc Cosi hay 6 phuong trinh twong thich, 6 phuong
trinh cia dinh luat Huc). Dé giai cac phuong trinh d6 ta dp dung cac phuong
phap khac nhau tuy thudc vao viéc chon dai luong nao 14 &n sb co ban, ciing
nhu dang cua diédu kién bién cho truée. Ta c6 thé phan loai cac dang bai
todn dan hdi thanh ba bai toan co ban :

Bai toan Dirikhler: Cho biét lrc mat tic dung trén bién, xac dinh trudng
ng suat, bién dang va chuyén vi cia diém bét ky trong vit thé (H.2.4a)

Bai toan Neiman: Cho truong chuyén vi trén bién, xac dinh trudng img
suét, bién dang va chuyén vi cua diém bét ky trong vit thé (hinh 2.4b).

Bai toan hon hop: Trén mot phéan bién cho biét luc mat, phan con lai
trén bién cho biét chuyén vi (hinh 2.4¢), x4c dinh truong Ung suét, bién dang

va chuyén vi ciia diém bat ky trong vat thé.
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T(n)

Hinh 2.4

6 —~ PHLPONG PHAP CHUNG GIlAI BAl TOAN PAN HOI

6.1. Cac phuwong phap giai

1. Chon 4n sb 1a chuyén vi (Bai toan Neiman) : Ta sir dung hé phuong
trinh La-mé (2.10) va biéu dién bién dang qua chuyén vi, cic hing sé tich
phan xac dinh tir diéu kién bién biéu dién qua chuyén vi (2.11). Sau d6 ding
hé thire Cosi dé xac dinh thanh phén bién dang, rdi 4p dung dinh luat Hic dé
xéac dinh thanh phan img suét. ‘

2. Chon 4n s6 1@ img sudt (bii toan Dirikhler) : Ta sir dung hé phuong
trinh Bentrami-Misen (2.120 véi cac diéu kién bién biéu dién qua \ng sut
(2.3), sau d6 sit dung dinh luat Hic dé tim bién dang, rdi dimhg hé thirc C6-
si dé tim chuyén vi.

3. Bai toan Aén hop : két hop hai phuong phép trén, sau d6 dat diéu
kién [ién tuc ve chuyén Vi, Ung suét tail mién giao nhau cua (S¢) va (S,).

D¢ giai cac hé phuong trinh trén. ta c6 thé sir dung nhidu phuong phap
khac nhau :

Phuong phép fruc tiép (Direct method): Tich phén truc tiép hé phuong
trinh theo Umg suit hodc chuyén vi, 4p dung cac diéu kién bién twong ung.
Phuong phap nay gap rat nhidu khé khan vé mat 10an hoc va chi 4p dung
cho mét sb bai toan don gian.

Phuong phép nguece (Inverse method): Cho biét trudng (mg suét hoic
chuyén vi thoa man hé phuong irinh cia bai toan. Xac dinh céac dac trung
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hinh hoc, diéu kién bién va tai trong téc dung lén vit thé. Phuong phap nay
ciing kho ap dung dbi véi cac bai toan thuc té.

Phuong phap mia ngupc (Semi-Inverse method) : Cho biét mot phén
truong chuyén vi, hodc mdt phin trudng Ung sut, x4c dinh cac thanh phfm
con lai nhd tich phan hé phuong trinh trong tmg va diéu kién bién.

Cé thé sir dung cac thuat toan khic nhau dé giai cic bai toan trén:
phuong phap giai tich (hay chinh xac); phwong phap gin ding; phuong
phép sb.

— Phuong phap gidi tich : ¢6 thé &p dung chudi luy thira ca toa d6 diém
bat ky, khai trién ham s thanh chudi Fourier, ding bién ddi tich phan, hoac
dimg ham bién phirc

— Phuong phap gdn diing: Ding phuong phap bién phan (phuong phap
nang lugng, hay Ritz’s method)

— Phwrong phap 56 : Phirong phap sai phan hiru han (FDM), Phan tir hitu
han (FEM), hodc phuong phap phan tir bién (BEM).

Vi du 1: Phuong phap giai truc tiép : Xét thanh chiu kéo bdi trong
lwong ban thin (hinh 2.5), cho biét khdi luong riéng la p, médun dan héi
cia vit lidu 1a E. X4c dinh trudng vng sudt, bién dang va chuyén vi cla
diém bt ky trong long vat thé.

Ta ¢6 céc thanh phan luc khéi : F, =F,= 0, F,= - pg

Do thanh chi chiu luyc theo z
phuong z nén : ‘ A
G, =0, =T, =1,=1,=0 -
Thay céac gia tri trén vao phuong trinh ¢
cén bang tinh hoc, ta cé :
oo,
oz Pe o) -
do d6 o, (2) = pgz Hinh 2.5

Thay céc tri sb cia img suét vio cdng thirc cua dinh luat Huc, ta duge :

_P8Z __Vpgz
X y E

S Yy =¥ =V, =0
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Sir dung hé thuc Cési, ta tim duge cac thanh phén chuyén vi (chi ¥ dién
kién bién tai x =0 vax = ).

u=——PEX2 s V= _YPEYZ ;W= —pg[z2 +v(x>+y)—£%]
E E 2E
Vi du 2 : Phuong phap nguogc
Cho trrong Ung suét trong vat thé dan hdi khong chiu tac dung cia luc
khéi co dang;

o, =Ay (A=const); 6 =0,=1, =1,=1,=0.

Xac dinh trang thai chiu luc va didu kién bién cia bai toén ?

Ta thdy truong tng suéf trén thoa man hé phuong trinh c4n bang tinh
hoc, céc bién dang thu duogc tir dinh luat Hac cling thoa mén hé phuong
trinh tuong thich, do do day 1a lo1 giai {cﬁa bai todn dan hoi. Xét thanh hinh
chir nhat nhur hinh v& (hinh 2.6), ta thiy oy = 0 tai cac diém ndm trén truc x,
con trén mat ngoai cua thanh khong chiu luc, rd rang day 1a thanh chiu udn
thudn tuy bdi cip mdmen & hai dau thanh. Trudng {mg suit cho trude phi
hop vai cong thire trong stic bén vat lidu cua thanh chju udn thuin tuy.

[ y

Hinh 2.6
Vi du 3 : Phuong phap nira nguge
Xét thanh chiu xo#n thuan tuy c6 truong chuyén vi cho trudc nhu sau :
u=—ayz; v=axz; w=w (X, y) trong d6 o 1a const, w 1a ham s
chura biét, biéu dién chuyén vi theo phuong z cuia thanh (con goi 1a d§ vénh).

Thay cdc chuyén vi trén vao hé thic Cési rdi 4p dung dinh luat Huc, ta
¢6 trudmg {mg suit c6 dang sau :

G, =0, :clz‘rxy:O

T —G(a—W ay); t —G(aw + ax)
s ax y > Vyy ay
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Hinh 2.7

Thay céc Ymg sudt trén vao phuong trinh cin bang finh hoc, voi gia thiét

lyc khdi bang khong, ta thu dugc phuong trinh Laplace déi vai w(x,y):
Ow d'w
+

axl ay-

Nghiém ctia phuong trinh nay rat don gian, chi cin bd sung thém diéu

=0

kién bién & hai diu thanh [a ta c6 thé thu duoc toan bo truong chuyén vi, tir

d6 tinh duoc trudmg bién dang nhé hé thie Cosi.

6.2. Nguyén ly cong tac dung va nguyén ly Saint-Venant

a) Nguyén ly cong tdc dung

« Néu mot vér chiu tdc dung dé‘ng thoi ciia nhiéu yéu té ngoai luc, thi
noi lue, 1ng sudt va chuyén vi cia né bang tong cia néi luc. tng sudr,
chuyén vi do tieng yéu té gdy nén riéng ré d6i véi vat s »

Trén hinh 2.7 1a vi du don gian vé nguyén 1y cong tac dung cho bai toan
phiang. Trong cic phan sau, ta s& tmg dung nguyén ly trén vao cdc bai toan

phuc tap hon.
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b) Nguyén Iy Saint-Venant

« Tai nhitng diém cia vat rdn cach xa diém dat luc, trang thdi ieng sudt,
bién dang cua vdt phu thugc rdt it vao cdch tdc dung cua lwc ». Noi mot
cach khéc, ta co thé thay hé luc ban dau bing bat ky mot hé luc ndo can
bang vdi nd. Trén hinh vé& 2.9 biéu didn mot vat chiu tac dung cua hé e T
trén mién S" cta bién, ta ¢6 thé thay thé hé luc do bing vécto hop luc Fg.
Khi do6 tai cac diém cach xa mién dat luc, trang thai ing suit va bién dang
" ¢6 thé coi gidng nhu vat chiu hé luc ban dau. Nguyén ly Saint-Venant giup
cho viéc thay diéu kién bién don gian hon ma van khéng lam thay doi két
qua vé trang thai tmg suét va bién dang, khién cho viéc giai cac bai toan dan
héi tré nén don gian hon rét nhiéu.




6.3. Tinh duy nhat nghiém cta bai toan dan héi

Dinh 1y vé nghidm duy nhét cua bai toan dan hoi. Néu thira nhan vé
trang thai tur nhién cua vat va dinh luat cong tic dung cna lue thi nghiém cua
bai toan ly thuyét dan hoi 1a duy nhat.

Gia sir ta nhan duge 2 h¢ nghiém img sudt khac nhau : oj va ¢’ dudi
tac dung cla lyc mat P,; va hec khdi F. Cac hé img sudt nay déu phai thoa
man hé phuong trinh vi phin cin bang (2.2) va diéu kién bién (2.3):

]
! 1

0o, 50;
— +F=0; 2 +F=0
Ox ox
pV)' = Gij V] > pV) = GIIJ Vs
Trir cac phuong trinh cho nhau, ta nhin duge hé phuong trinh véi cac
diéu kién bién méi : '
&, ~c,)
X

=0; (6,—0c,)v,=0

Theo nguyén ly cong tac dung, ta cé thé xem Umg suat trong hé phuong
trinh cudi thu duge 1a hé (mg sudt khi khéng cé luc thé tich va luc mat.
Nhung theo gia thiét vé trang thai tu nhién cia vat liéu, cdc tng suit ndy
phai bang khéng, tic la o; —c;J = 0; ¢4 nghia hai h¢ tng suit nay phai tring
nhau, D6 14 diéu cin phai ching minh.

Dua trén céc nguyén ly co bin va dudng 156i chung trén, ta c6 thé giai
mot loat cdc bai toan vé vt thé dan héi.

Vi du 4: Trang thai img sudt tai diém bét ky biéu dién bang ten-xo tmg sudt :

3xy S5y 0
T,=|5y" 0 2z
0 2z O

Hoi dang luc khdi phai nhu thé nao dé thoa man phuong trinh vi phén
can bang tinh hoc ?

Gidi : Thay cac gia tri clia Ung sudt vao phuong trinh cén bang, ta ¢é :



X =3y ; —=0; —=%=0
Ox oy 0z
2 =10y ; Oty =0; O =0 ’61:)2 =2, —2=0
oy oz ox oz oy
3y +10y+0+pX =0 pX=—13y
0+0+2+pY=0 = pY=-2
0+0+0+pZ=0 pZ =0
Vidu 5: Trang thai img suAt tai diém bét ky bidu dién bang ten-xo img sudt :
0 Cx, 0
T, =) Cx, 0 -Cx, ; C=const # 0
0 -Cx;, O

Hay chi ra ring néu luc khdi bing khéng thi phuong trinh can bang thoa mén.

Tinh cac thanh phin cia ten-xo bién dang. Trang théi tmg suit va bién
dang tai diem P (4 ; - 4 ; 7) 1a trang thai nao?

Gidi :

a) Thay céc thanh phén tmg suit vao phuong trinh

oc .
a—"zO . (F, = 0). Vdy phuong trinh can bang tinh hoc thoa man.
X

1

b) Ap dung dinh luat Huc tng quat, ta ¢6 :
1
£, ZE[O—V(O+O)]=O sy BT ExlF 0

Cx _Cx
zeuzyuzf;zg”zy”zo;2821:}’23: Gl ;

Vay ten-xo bién dang duoc viét dwdi dang :

0 Cx, 0 ,
oo 1 '
I=—Cx, 0 -Cx, [=—T,
' 2G
0 -Cx, O

Thay toa do cia diém P (4 ; - 4 ; 7) vao ten-xo img suit, ta ¢ :

41



Phirong trinh xé4c dinh img suat chinh c6 dang:

c,~16’~L,6-1,=0 (*)
0o 7¢] |0 -4 |o O i
7C 0 —4C 0 0 O
0o 7C 0
1,=[7C 0 -4C|=0
0 —-4C 0

Nghiém cua (*) la:
G, :|C|\/6_5 ;6,=0; 03:—‘C|\/§

Ta thdy c6 mot (g suat chinh bing khéng, vy trang thai tmg sut tai P
la phiang. Cac bién dang chinh duoc tinh theo dinh luat Huc

€, :é—\:o, -v(o, +03)]=%‘C V65 (1+v)0
1

£, :E[G2 -7(o, +c3):|=0

o =-}l§|icr_1 -v(o, +o2)1=—~é‘ C|vV65(1+v)=0

Vay trang thai bién dang ciing 12 phang
Vi du 6: Cho truomg chuyén vi theo quy luét :
u=3xy’
v=2xz
w=2"—Xy
a) Xdc dinh c4c thanh phan bién dang va kiém tra diéu kién tuong thich,
b) X4c dinh c4c thanh phan vmg suét
Gidi :

a) Ap dung h¢ thire Cosi, 1a co ten-xo bién dang :
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Thay cac thanh phin bién dang vao phuwong trinh tuong thich Saint-
Venant (2.5), ta thiy hoan toan thoa man.

b) Ap dung dinh lu4t Huc, ta c¢6 céc thanh phan vng sudt :
o, =h0+2ue, = (3y’ +2z)+6py’
o, =10+2ue, = (3y’ +22)
o, =A0+2pe, =l(3y2 +2z)+4pz
Ty =Yy =1 (6Xy +22);
Ty =Yy, M= X
T ¥ - H=7HY5

BAI TAP CHUONG 2

2.1. Hay xét xem cac thanh phan bién dang sau c6 théa man phuong trinh
tuong thich bién dang khéng?

a) B, = k(xz +Y2)§ 8): = kyz’ ny = 2kxy- €, = Y)'z Y = 0
b) E.\ = kZ(X2 +y2); sy = kyz‘z; -ny :2kxyz;
E, =Yy = Vu =0; véi k 1 hing s6 = 0

2.2. Xéc dinh mdi quan hé gitra cac hing sb sao cho cac thanh phén bién dang
sau thoa man phuong trinh tuong thich :

g, = Ay +A (XF+y)+xt +yly, =Cu+Cxy(x* +y  +C,)
g, =B, +B,(x* +y*)+x* +yig, =Yy =Yy =0

2.3. Cho céc thanh ph?m bién dang:
1(0° 82¢ 1 & o’
e e SR o St
E{ dy ox El ox oy
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__2(1+w) 29

Yy E oy

Trong d6 o 1a ham s8 cha x, y. Hay tim didu kién d6i vdi ¢. Cac hang O E, u

B, =Yy, =Yx =0

¢6 anh huémg dén o khong?
2.4. Truong img suit cua mot diém bét ky trong vat thé dan héi xac dinh boi
ten-Xo:

X2x, (l—xi) 0

;=3
T, =l (1-x})x, &2—3—@ 0
0 0 2X]

Hay xac dinh:

a) Sy phin b6 lirc khéi, néu phuong trinh cin b%mg tinh hoc thoa man,

b) Ung suat chinh tai diém P(a, 0,2\5) vdi a = const > 0. Trang thai img suat
va bién dang tai diém P 14 trang thai nio?

¢) Ung suit tiép cuc dai?

2.5. Tam mong hinh chir nhat c6 bé day 4mm chiju tic dung clia cac Gng suat
theo hai phurong vudng goc nhir hinh vé. Xac dinh sy thay ddi kich thirde cta tam ?
Cho biét E=2.10"kN/em’, v = 0,3.

30MPa

NN

. ,
- | 200mm — — 20MPa
O X

T

2.6. Biéu dién dicu kién bién cho cac vat thé chiu lyc nhu hinh 2.11.



b

o Y P
e
h
7,
% b
? a X o W
O T T
a) b)
by
}o X by T
2 ? % {//:&—m
; o /// h X
7 Y -
,2 .
P 2
ﬁ O
d)
c)
Hinh 2.10

2.7. Hay chi ra riang trudmg {mg suat sau thoa man phuong trinh cin bang tinh

hoc, vai lyc khdi bing khéng, nhung khong 12 nghiém cia bai toan dan hoi:

o, =cly’ +v(x* -y")]
- , =c[x’ +v(y’ —x)]
o, =cv(x’ +y%)

T,y =~ 2CVXY

T,=1,=0,c=const#0

Xz y

2.8. Xét vat ran nira vb han chiu tic dung cua luc vudng goéc véi mat phang

bién (hinh 2.10a). Trudmg dng sudt cia vat thé cho bai :
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B 2Px’y
- _R(X2 +y2)2
2Py’
S 2Pxy’
T xP+yty

P2 P2

JP a

_ 7
X X
b)

a)
Hinh 2.11

St dung phuong phap céng tic dung, hdy giai bai todn vdi 2 luc tic dung
vudng goée 1én mit phang bién véi khoang cich bang a (hinh 2.11 b). Do hai truemg
hop c6 hop luc trén mit phzing bién la bz:mg nhau nén cic diém & xa mién dat luc
cd ng sudt g’fm nhu nhau, hay vé do thi ng suét Gy VA Ty ta bé mat ¢o
y=10avay=100a?

2.9. Hay viét didu kién bién d8i v&i ném chiju tac dung cta luc nhu hinh 2.12

®)

vy

Hinh 2.12



2.10. Chang minh ring ma trdn sau c6 thé sir dung lam trudmg (g suét clia
vil ran dan hoi (coi luc khoi bang khong).
0 0 -Cx,
T=| 0 0 Cx, vdi C = const > 0
-Cx, Cx, 0

4%z

Hinh 2.13
Gia sir vat ran 12 hinh try tron, hay xac dinh cac lwc tac dung 1&n bé mit phi
hop vdi truong iing suat noi trén (hinh 2.13)

2 2

4 - 3 X x ’ X - . A T ¢
Neéu vit rin 13 hinh elip —-; + b—j =1 thi cdc luc bé mit tac dung nhu the nao?
a
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Chuong 3

BAI TOAN PHANG TRONG HE TOA PO
PE-CAC

1 — BAl TOAN (PNG SUAT PHANG - BAlI TOAN BIEN
DANG PHANG

1.1. Bai toan ng suéat phing

Xét mot tim mong, bé day khong déi, chiu tic dung cta luc phan b
déu trén bién va song song voi mat phing (hinh 3.1). Ten-xo img suft ¢o

O, Ty O
dangsauw: T, = |1, s, 0 (3.1)
0 o 0

Do d6 day goi la bai toan fmg suét phang

Ap dung dinh luat Hic, ta ¢ ten-xo bién dang sau:

. 1
R 0
T, = L 0 3.2
e E‘ny Ey ( . )
0 0 &

Hé phuong trinh vi phan cin bing ¢ dang:

ot
a;(‘ + > 4+ pX=0
(3.3)
atxY ac)’
+ +pY =0
ox Oy
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Phuong trinh tuong thich Saint-Venant chi con biéu thire dau:

AL (3.4)

q
y
Hinh 3.1 y

Pinh lu4t Hac tong quat viét dudi dang -
]
& =— (GX - VGy )

" E

&y = ‘é‘(cy —VO'X)

: (3.5)
— Txy _ 2(1+V)
MEET R W
\%
£, = —E(GX +C$).)

Phuong trinh Bentrami-Michell ¢6 dang :

> & o(pX)  o(pY)
£§+§](cx+cy)=~(l+v)[ = .+ 5 ] (3.6)

Phuong trinh vi phan c4n bing biéu dién qua chuyén vi :
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1+ v @

GAu+G1 +pX =0

1 » Vo1 0 =& T gy te; 3.7)
GAv+G1+V.——+pY=O

-V

1.2. Bai toan bién dang phang

Xét thanh hinh lang tru, hai dau ngam chat, va chiu tai trong phan b
vudng goc véi tryuc thanh (hinh 3.3).

Ten-xo ung suat c dang:

o, 1, O
T,=|1. o, 0 (3.8)
0 0 o,
Ten-xo bién dang;
1
€, Ehy
T,= %y“ e, O (3.9)
0 0 O
/ q q
A4 4 b 4 h Y, z
O-é——— - - - e
f ’
jrrrrrrre
1 a
y
Hinh 3.2

Phuong trinh c4n bang tinh hoc (3.3) giit nguyén.
Phuong trinh tuong thich Saint — Venant (3.4) gilt nguyén.
Dinh luit Huc tdng quat (3.5) tré thanh :

50



1
o :}_E"—(G‘ —\/'10').\)
e, =—(c, ~v,5.)
COE, : (3.5%)
To  2(1+Vv)
=—=———71_,
T G E, e
e,=0: 06, =v(o, + 0]
Trong d6 :
E v
E = PV, = . 3.10
B Y e (3-10)

Ta ¢ thé tim sur lién hé clia cac hang sb vét hidu tir trang thai bién dang
phing sang trang thai Ung suit phang:
B E,(+2v)) v Vi

s V= 3.10°
(1+v) I+v, ( )

Phuong trinh Bentrami- Michell (3.6) sau khi thay v bing v, tré thanh :
2P 1 o(pY
9 -+ (cx +0, ) =— opX) + (°Y) (3.6")
ox~ 0Oy ; 1-v{ &x oy

Phuong trinh c4n bang biéu dién qua chuyén vi (3.7):

GAu+(k+G)@+pX=O

ox - ;
2 Vo1 0 =gy + gy (3.7°)
GAv+(l+G)5;+pY=O

Nhu viy, ta thdy mac du hai bai toan ung sudt phing va bién dang
phéng 14 khac nhau vé phuong dién vat ly, nhung vé mat toan hoc 1a tuong
tu, vi cdc phuong trinh chi khdc nhau boi hing s8. Nho d6 viée giai hai loai
bai toan nay c6 thé ap dung chung médt phuong phap toan hoc, d6 14 sir dung
ham ting sudt ma ta s& dé cap dén trong phén sau.
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1.3. Bai toan bién dang khéng phing

Ngoai hai loai bai todn trén, trong thuc té c6 nhimg vat thé khi chiu tac
dung ctia ngoai luc thi chi c6 mét thanh phan chuyén vi khée khéng -
u=v=0;w=w(xy) (3.11)
Thanh phéin chuyén vi theo phuong z con goi 1a ” d6 vénh” (warping)
clla mat cit ngang, thuong gap trong bai todn xodn tr do thanh mat cit bat
ky. Bai todn loai nay con duoc mang én la bién dang khong phang
(antiplane strain).

Tir (3.11), ta ¢6 trudong bién dang sau:

ow ow
ELTE ZE Ty =0 ; Yoy zngy,:E (3.12)
Ap dung dinh luat Huc ta co:
G‘( =Gy :Gz :Txy =O’ Tw :Gsz; ty7 :Gsz . (313)

Dé thoéa man phuong trinh vi phin can bing tinh hoc ta phai ¢6 diéu
kién sau:

o, Oty
pX=pY =0, —2+—"+pZ=0 3.14)
ox oy

Biéu dién tung suat qua thanh phan chuyén vi duy nhit w, ta co:
GV*w+pZ=0 (3.15)
Trong d6 V? = A 14 todn tir Laplace. Ta thdy trong truong hop luc khéi
bing khéng, phuong trinh (3.13) trd thanh phuong trinh Laplace d6i voi w
Aw =0 (3.16)

2 — HAM U'NG SUAT AIRY - AP DUNG D01 VO1 CAC BAI
TOAN PHANG

Bai ton {mg sut phang va bai toan bién dang phing gidng nhau vé& mat
toan hoc va duge goi chung 13 bai toan phing cla ly thuyét dan hoi. Cac
thanh phdn cta ten-xo Umg suit xac dinh théng qua ham tng suit Airy
¢ =9 (xy)
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RS ' o0

G, = ayz . Gy =§ N I\y = ‘*ax—ay—px.y-pY.X (317)
Phuong trinh (3.6), (3.6’) s& tro thanh :
bién dang phing :
4 4 4 1_ 2 62
po=22 4 p C0 O 172v O(X) 0Y)) g
ox ox2oy: By 1-v = & dy
\mg sudt phing:
4 4 4 2 2
arg =201 00 00 ), Z0X) GOV, 4,
ox OX“ 0Oy oy Ox oy’
Diéu kién bién dbi voi ham ¢ nhu sau :
8(p dy dy | a%pgi__d_[@)
"oy’ ds éxdyds d
s (Ox0y ds s{ Oy (3.19)

N

o dy 82(pg(_ d[“(p]
Axdy ds ox’ ds ds\ &x

o dy dx . C - ISP
Vn d— = cosa ; n =—sina, (o la goec tao bai phép tuyén trén bién
8 S

VO truc x).
Trong truong hop luc khdi bang khéng, ta co (3. 18) trd thanh phuong
trinh diéu hoa kép:
AAp=0 (3.20)

Dé tim nghiém cia (3.20), ta 6 thé sir dung chudi ham liy thira cia x,
vay:

o= Y ALX"y" (3.21)

m-—(t n=(}

Trong dé Ay 1a hing sb cin xic dinh. Ta nhan thiy, cac sb hang cta
chudi v&i m+n < 1 khéng tham gia vao biéu thirc cia thanh phin tmg sudt,
do d6 khéng c6 mat trong chudi. Cac s6 hang vai Iy thira bic 2 ctia X va y
s& gdy nén ung sudt la hang, va voi liy thira bac 3 s& cho truomg ng sut
phan bb tuyén tinh, tuong tu nhwr vy véi cic ldy thira bic cao hon.

Vi m + n <3, cac s6 hang cua chudi sé tir dong thda man phuong trinh
diéu hoa kép véi moi gid tri cia Ama. Khi m + n > 3, cac sé hang cia chudi
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vira phai thda man phwong trinh (3.20), vira théa mén didu kién bién dé xac
dinh céc hé 56 Amp.
Thé (3.21) vio (3.20) ta thu dwoc

>

€0

m(m—1)(m-2)(m-3)A_x™"y" +
0

m=4 n=

+23° > m(m-Dn(n - DA, x"™ *y" 7 +
m=2n=2

+ 3 > n(m-Dn-2)(n-3HA, x"y"* =0 (3.22)
m=0n=4

>

Téap hop cac liy thira cing bac ctta x va y, ta ¢6 phuong trinh sau:

i [(m+2)(m+1)m(m-1)A

n=2

+Hn+2)n+Dn(n-DA_, ,]x"y"?=0 (3.23)

[Ms

mi2n2 T 2m(m-)n(n—-1DA __+

3
~

Biéu thirc trén phai théa min véi moi x, y nén ta cé:
(m +2)(m + Dm(m - 1)A +2m(m-Dnn-DA,_ +
=0 (3.24)

m+2,n-2

+(n+2)(n+n(n-1)A

m-2,n+2

Véi mdi cdp m, n phuong trinh trén phai théa min sao cho chudi da
thire 1a nghiém cua (3.20).

Ta c6 thé ap dung nguyén ly Saint-Venant dé thay didu kién trén bién
bat ky biang hé luc can bang dang da thire, tir d6 ¢o thé xac dinh céc hang sb
chura biét dé thu duge truomg {mg suit, bién dang va chuyén vi ca vat thé
dudi tic dung cua ngoai luc cho trude.

Dudi day 12 mot sé vi du 4p dung ham img suat Airy dé giai mét sb bai
toan vé& thanh va tim mong.

Vi du I: Xac dinh truong ing sudt trong thanh mit cat ngang hinh chir
nhat hep (hinh 3.4), chiu udn béi mémen ngau luc M = k.c ¢ hai diu thanh
(k 12 hing sb).

Viéc chon ham (mg suat duva trén co s& 1 dang luy thira bac 3 ctia da
thirc theo x va y s& cho tng suét phin bd tuyén tinh, hon nira didu kién tai 2
diu thanh x = + thu gon thanh moémen tip trung. Tir d6 ta chon ¢ = Ay’ véi
A =const=0,
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=

T

2t )

Hinh 3.4
Hinh 3.4
Dé& dang thay ham ¢ thoéa méan phuong trinh AAg = 0. Ta tinh céc thanh
phén {mg suit, bo qua anh hudng ctia lye khéi:

2 2
o, =2y¢2):6Ay ; cyzgx—i’=o ;
2
T, =— ¢ =0;
Y dxody

Bay gio ta tién hanh kiém tra didu kién bién:

y=tcio = 1,,=0;
M, = ch,dez ch.ydsz
F -¢
Thay gi4 tri ctia o, vao biéu thitc dudi dau tich phén:

¢ C
6A [y*dy=2Ay"| ~ =4Ac'=ke
_ —c
, k . . 2 .
Rutra: A :4—,—. Vay trudng ung suét trong thanh c6 dang:
e

k
=3y‘G:‘[ :0

O-x 2c2 ? ¥ Xy

Céng thire ndy hoan toan trimg voi cong thire trong Stre bén vit liéu cia
thanh chiu uén thuan tuy:

c’_M‘ . J_ZC3
AT B 3

z
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Vi du 2:
Xdc dinh truong img sudt, bién dang va chuyén vi cia thanh chin kéo
doc truc bai luc phan b déu T (hinh 3.5).

v
T = T
- 2c - L - e
24 _
Hinh 3.5

Day ciing 1a bai toan img suit phang va c6 thé md rong cho trwdng hop
chiu kéo bai luc phin bd khong déu (dua theo nguyén 1y Saint-Venant bang
cach thay tai x = + #h¢ luc cén bing phan bd déu va xét img sudt bién dang
cia cac diém cach xa hai dau thanh.

Giai: Diéu kién bién :

o (xy)=T ; a, (x,xc)=0;
T,y (F6LY) =1, (x,2) =0

Do (mg suét trén bién 13 hing s& nén ta chon ham tng suat Airy dudi
dang l{iy thtra bac hai:

@ = A y*; cac thanh phin (mg suét x4c dinh nhir sau( bo qua anh hudng
cna lue khéi):

c, =2A ;o0,=1,=0:

Tir diéu kién bién thtr nhat rit ra: A = T/2, cac diéu kién bién khac tu
thoa mén.

Vay trudng 'mg suat trong thanh chiu kéo xéc dinh nhu sau:

o, =T 0,=1,=0

CAc thanh phan bién dang va chuyén vi duoc xac dinh tir cong thire:
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Suy ra:

u= I—{x+f(y);

T
V=—-V—y+g(x
gy e
Thay vao cong thirc bién dang géc bang khéng ( do T,y = 0), taco:

ou Ov
Yy = 53""& = fl(y)"'gl(x) =0

Hay: f'(y) = —g'(x) = const
Tir d6 ta co:
f(y) = —@gy+ug;
g(x) = 0y x+v,
Trong do ug, Vo, 12 chuyén vi , va oo 14 géc xoay cua vét rin yét ddi.
Gia thiét riang thanh khong cé chuyén dich va géc xoay quanh trong tam , ta
cof=g=0.
Vay truong chuyén vi ciia thanh chiu kéo la:
0= —x
E
V=- vEy
Vi du 3: Xac dinh trudmg Ymg sudt ctia dAm dat trén hai gbi tua, chiu tai
trong phan bo déu (hinh 3.6).
Ham ¢mg sudt Airy duoc chon dudi dang:

d . ., yz b, k. i a,
X,y)==y' | ' = [+=xX’y+ =y +=x
d)( _‘/) 6} [ 5] 2 Y 63 2

Véia, b, d, k 1a cac hang sb chua biét.

3¢

Gidr: Tacd . + =0 vi bdc cao nhdt cia x la 2.
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Hinh 3.6

'
—=—4dy

Vay ham ¢ thoéa médn phuong trinh AA@ =0

4
o¢ =—4dy

oyt
2
[Gk a¢ d[ iyzjwk-y

Taco: o, ( y +be+a

T, = Bx;)y ~(dy? +b)x

Ta xét cac diéu kién bién cua bai toan:

2

e I
Fa1 y=——2—: 6,=—q

i h
Tal y=
al 'y >

I
a
I
o
[l
I
o

Tal x=

I+
N[
TS
q
Q.
'~<
O

iAS,

(b)
(c)
(d)

(c)

)

(2)



Tir (b) + (d) ta cé:

[ dh' bh q
—— - ta=—q a=——;
24 2 2
h? 3
d +b=0 suyra : b=—q;
4 2h
\ 6
d—h—+gl-+a=0 d"‘“'g>
24 2 h

Diéu kién bién (e) va (g) tu théa min sau khi thay cac gia iri a, b, d vio.

Tu (f) ta rat ra:
2 2
L I L
27,14 10

1
Trong do J, :E : mémen quan tinh cda mét cat ngang.

Thay cac gia tri cua a, b, d, k vao (a) ta cé:

Q(2 ., q (1 , 2, K
= -y - rtky=——| =—x"+—y ——|y;
(3y . j” d 21,_[4 3 1)

<
[\
[ —

Biéu dd phén b ang sudt theo hinh 3.6b.
Theo cong thirc trong chuong udn cta Sirc bén vét lidu :

Mz q 12 2
6, =—ty=—-|—Xx"|y;
AT 2J,,[4 ’

Ve

2
T :___q_ h__. yz X,
" 21,0 4

Ta thiy trong cong thirc cda sirc bén vat lidu, tmg suit o, phan bé theo
quy luat bac nhat theo chidu cao mat cit ngang, con theo ly 1huyét dan hoi,
{mg sudt o, phan bd theo quy luat bac 3 (hinh 3.7a)

Tuong tu, su khac nhau con thé hién & oy = 0 theo strc bén vit liéu, con
theo dan héi thi nod 14 ham sé bac 3 theo y (hinh 3.7b). Dbi v6i tg suat tiép,
theo cdng thirc cia sire bén vat lidu:
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L IR S FLIN I
Ny , k4 v q s Mz 2% 4 Y ’

Vay: 1, = —%(§~y2]x (ta thiy gibng cong thic (h) theo Ly
thuyét dan hdi).

Tir gia tri cta (mg sudt. ta cé thé xac dinh dwoc céc thanh phin bién
dang, r6i dp dung hé thiac Cosi dé tinh chuyén vi u, v, w. Cac hang sé tich
phén dugc xac dinh tir dicu kién bién :

Tai (£ [, 0): v =0 do c6 lién két khép & 2 dAu thanh; tai (0, y ) :u=0
do tinh déi xtmg qua truc y.

Ou/w {
15 T |
L
10
5
0
5
-10 ———0GJw Ly thuyét dan hdi -
t/c =4 ~———0Jw Sic bén vat liéu
15 1 | | yle
-1 -0,5 0 0,5 1
Hinh 3.7a



GJw f

0,1

-0.1
-0.2
-0.3
-0,4
-0,5
-0,8
-0,7

08 ——Gy/w Ly thuyét dan hdi
09 - — ———Oyw S(c bén vat liéu

-1 l | | yle
-1 0.5 0 05 1

Hinh 3.7b

Vi dy 3: Chung minh ring, ham ¢ duéi diy 1a ham img suat Airy; xac
dinh truong (g sudt va trang thai chiu luc cua thanh mat cit ngang chir
nhat hep (8 = 1).

¢:%[X)’~§zj]+4—iy2 : 0<x<{, —c<y<c
CachésdP,F,cla héng s6 cho trude.
Gidi:
Day 14 bai toan nguoc, ta cin tim diédu kién lién két, trang thai chiu luc
cita dam khi biét duoc ham {mg suit. D& dang nhan thdy ¢ thoa min AAp =

0. Vay ¢ (x,y) 1a ham tng suét Airy.Ta di tinh cac thanh phan ving suét :
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_ 0% Al "
G_axz 0 (*)

y

o* 3F
T = ax;)yz_ 4¢’ (Cz _yz)J

Sir dung lién hé giira ndi luc va img sudt, ta c6: N, = J'c;xdy =P>0
Vay thanh chiu kéo bai luc P theo phuong x.

S 5 3F ., v 3F( L,y
Qy—_[rxydy—_{ —E(c -y )dy——ﬁ(c y+—3—

Ta ¢6 thanh chju luc F vudng géc voi truc thanh, chiéu luc huéng tir
trén xudng.

M, = chydyz J(— 23; xy’ +§—Z]dy=—l-‘x <0

s
Tircong thirc tréntacotaix =0, M, =0, vataix=¢ ;M,=-F/( = 0.
Do d6 thanh chiu lién két ngam tai x = ¢, dau tu do tai x = 0. V4y trang thai
img suat trén tuong img voi dim cong xon chju tac dung cua luc doc P va
lyc cdt F nhu hinh 3.8
Cong thirc (*) hoan toan phu hop véi cong thic trong chuong uén cla
sirc bén vat lidu cua thanh chiu kéo dong thoi véi udn:

. M, P F.x
A
Foo) 7 2 ),
F 1
/.
3 7 s
. Zzh
[
. ¢
Yy
Hinh 3.8

. 2 N L :
Véi J, =§c3 : mdémen quan tinh mat cat ngang.
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F" = 2¢: dién tich mat cit ngang

1 2 2
Q. .§ Fo{d-y') g
ST o el Y)

z

3 — HAM (PING SUAT PRANDTL - AP DUNG POI VOI1 BAI
TOAN BIEN DANG KHONG PHANG

3.1. Ham (ng suat Prandtl (1903)

y

N

Hinh 3.9
X¢ét thanh thing, mat cit ngang khong dbi theo chiéu dai, hai dau tu
do chiu ngau luc xoan T (hinh 3.9). Do mit ngoai cia thanh khong chiu
luc nén ta co:
6x=0y=60;,=0, Txy=T =0
Vi vay cac thanh phan cua ten-xo tmg suét va bién dang c6 dang:

0 0 Ve
0o 0 1, 2
1
T, =({0 0 t,|.T, =| 0 0 > T (3.25)
T Ty 0 1 {
~ —y, O
2‘YXZ 2Yy[ )

Phuong trinh c4n bing tinh hoc, bo qua thanh phan luc khéi, c6 dang:
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ot
Tu 0y Teg *)
‘ z (3.26)
ot o1,
it - ST oY (**)
ox oy

Phuong trinh trén s& thoa man, néu dat cac tmg suat tiép thdng qua ham
{mg suét Prandtl @ (x,y):
T, = oo P Ty = _oo (3.27)
oy ’ Ox :

Dé tim ham d(x,y), trude 1ién ta xac dinh cac thanh phan chuyén vi trén
mit cit ngang cua thanh. Tir hinh 3.10 ta c6:

{u =0y (3.28)

Trong doé: v, v 1a chuyén vj cta diém P, 6 13, gbc XO4n.
Thay vao hé thic Cosi, ta c6:
ow: éu ow d6

—=— - —.
ox dzy

x oz
ow ov ow dob
Y, = — F—=—+ —.X
T 0y o0z Oy dz
Ap dung dinh lust Hic giita ing suft tiép va bién dang goc twong dbi,
ta rut ra:

-YXZ =

ow 1, dO
x G a’
(3.29)
ow _ Ty dO
oy G dz

Liy dao ham cua bidu thire thi nhat trong (3.29) theo y, biéu thirc thir 2
theo x roi trir hai két qua cho nhau, chi y dén (3.27) ta dwoc:

P 2
- 6? + 6? :-2G®—=const‘t/x,y (3.30)
X oy dz

AD



G de Al
vai 5 la goc xodn ty doi trén mot don vi dai cva thanh.Ta xét dén
Z
diéu kién bién :
X, =on +t,n +1,n=20

Y, =t,n +to,n +1,1m,=20 (3.31)
0

n

Z =1,n +1,0 +0,n, =

mn

]

Hinh 3.10

Hai biéu thirc ddu tu thoa man do o, = c,=1,=n,=0;tur biéu thitc
thir ba thay cac ¢d-sin chi phwong ciia phap tuyén don vi bang:
dx_ dy (3.32)

dy dx
n)\ =—=—.n,=
ds dn " * ds dn
Thay gia tri ciia tng suét tiép theo (3.27) va cha y dén (3.32), ta ¢6 diéu
kién bién tr¢ thanh:
o d
obdx 0P dy_dD) (3.33)
Ox ds o6y ds ds "
hay : ®|; = const, ta c6 thé chon hing sé tuy y d6 bing khéng:

s =0 (3.34)

65



Mit khac, {mg suét tiép toan phin cé thé phan tich thanh {mg suit theo
phuong phéap tuyén va phuong tiép tuyén véi quy dao chuyén dich cua diém
P (hinh 3.11).

d(D
T, = Txh, +1,0 = d =0
; S
3.35
) e (3.35)
T, = T,0, —T,0, = dn

Hinh 3.11 Hinh 3.12

Nhu vay, itng sudt tiép toan ph&n c6 phywong tring voi tiép tuyén cua
quf dao chuyén vi cia diém bt ky trén mit cit ngang. Trén hinh 3.12 biéu
dién dudmg dang tri ctia tmg suét tiép.

Ta tim sy lién hé giita mémen xoén T va ham ®, tir phuong trinh lién
hé giira ndi lyc va vmg suét, thay (3.27) vao gia tri ciia img suét tiép, ta cd:

T= _U(‘rzyx ~1,y)dxdy (3.36)
D
od oo
Hay: T=- ||(x—+y—)dxdy
i
Ta bién dbi timg s hang :

ﬂ O ixdy = H—(x(D)dxdy chdxdy



5 Oy

Sir dung cong thirc Green doi véi cac so hang dau, ta co:

yg;(xd))dxdy = ij x ®n_ds

Hy@dxdy = ﬂ%(y(b)dxdy - H@dxdy
D D

o
& (yd)dxdy = fy®n, d
yayy)xy ?yns

Do ham @ = 0 trén bién S nén cudi cing ta nhan duoc :

T=2 ”cbdxdy (3.37)
D
Mait khac: 4 = I ; AD =—2G@ thay T tir (3.37) vao, ta co:
dz G dz
4
J=-— D”cbdxdy (3.38)

J goi 12 hing sb xoén ctia mit cit ngang (Torsional constant).
3.2. Giai theo chuyén vi. Ham vénh

Chuyén vi theo phuong z khac khong do hai dau thanh tu do, ta dat

de
w = — (X, y) =ay(x, y) (3.39)
dz )
Trong d6, Ww(x, y) goi 1a ham vénh. Tir (3.29), chi y dén (3.27) ta ¢c6:
2 2 2 2
gx‘;" + gy‘:’ = 0 hay: ‘;Xf n ‘;y‘f = 0 (1 3.39) (3.40)

Nhu vay, ham vénh phai thod man phuong trinh Laplace. Thay vao diéu
kién bién (3.35) ta co:

(% -ya)n, +(% +xo)n, =0

Thay cac cb sin chi phuong ciia phap tuyén don vi tir (3.32) vao (3.41),
ta thu duoc :

ow dx ow dy

owdx owdy, o ox Oy
Cox an "oy an) - %% TV )
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dw o d

Hav: W _2d 2, .2 3.41
ay: 2ds(x y) (341
Tir d6, ta rit ra diéu kién bién ddi véi ham y (chi ¥ dén (3.32)):
[?i - y] n, + {ﬁ + x] n, =0 (3.43)
ox dy -
Lién hé giita img sudt tiép va ham vénh thu duoc nhd (3.29):
o g¥fw y]
dz\ ox

(3.44)
T, = Gfi—g[zqi + x]
? dz\ dy

Tuong tu nhur trén, 1ién hé gitta mémen xoan va ham vénh ¢o6 dang:

T= ”(szx - 1,¥)dxdy;
D

hay: T = G%Z— j};j[[éu"— + x]x - [% — y]y}dxdy (3.45)

oy
Trr d6, héng sb xo0in ¢6 dang:
J = ﬂ étlﬂ+x x-[ﬂ—y]y dxdy (3.46)
AN ox

Vi du 4: Xac dinh truéng img sudt, goc xodn ty déi va dé vénh ctia thanh
mit cit ngang hinh elip chiu xoén béi mémen ngau lue T (hinh 3.13)

Gigi :

\T

Y
Hinh 3.13
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Phuong trinh duong elip:

2 2
5; + -y7 =1, ta chon ham mg suét co dang:
a b

2 2
(o)) =C[x—2+y—2- j vdi C = const.
a b

Ta d& dang nhan thiy, ® thod man diéu kién bing khong trén bién,

vacohd: AD = 2L(—+%] —ZGiq
a* b dz
21.2
Twds: € = -2 _2b
dz (a* + b")
2b2 2 2
Viy: @ = —Gﬁ% L A
dz (a® + b%) b
Thay gi4 tri cua @ vao (3.37) tacd:
_ do a b 2 2
T=-2G— 47 W { “'X dXdy + — J]y dXdy - dedy}
3 3
Thay Jy :nab 3T :nzb :F=mabtacéd:
_~d0 ma'®®  d0 _ T@' +b) _ ma’t’
dz (a> +bY)’ dz nGa'b’ (a’ + b%)
od 2T.y max 2T
tzx == - 3 = 2xX y=1b = 2
oy nab’ nab
. __od 2T.x max _ 2T
2 ox ma'b S Y e
2Tx 2Ty .
= T, = ——cosa + T SinQ
ma b nab’

Ung sudt tiép toan phan dat gid tri 16n nhat tai hai diu mat cua ban truc
nho (o=n/2;| v| = b/2).
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2T

na’

max

Tz}.

max | __

Véi mit cit ngang hinh tron a = b: oy

T

Ta di tinh chuyén vi theo phuong cia truc thanh:
ow _do 1, _ T@+b) 2Ty

x a;y G Gna’b’ rGab®
ow _ _do +T_zy__T(az+b2)x 2T.x

v _ _ - +
dy dz G Gra’b’* nGa’b
SR
hay: v b —aly
ox nGa’b’
ow _ T(b’ -a’)x
oy nGa'b’

Tich phan cac biéu thire trén, ta nhan duoc:

2 2
w=T(b a‘)xy

+ f,
nGa’b’ 182
T(b* — a*)xy
M ey

Vi tai mdi diém cua mit cit ¢o cung d6 vénh nhu nhau, nén
f(y)=£(x)=0
T(b* - a?)xy

nGa’b’

Trén hinh 3.14 bidu din su phén bd cua img sudt tidp va dd vénh trén

Vay : w(x, y) =

mit cat ngang hinh elip.

Tes

max
ZX

Hinh 3.14
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Vi dy 5: Mt cét ngang hinh elip rdng (hinh 3.15)
Ham mg suit c6 thé chon dudi dang:

d6 a’b* x? y2

X, G— —+=-1

P(x, y) = daalsbl T D

Pa1 vol bién trong cua ehp, chon ham img suét :

do azb2

(P(,(X y)=G —d_

Ta d& dang kiém tra thiy ham Ung sut go(x,y) théa man diéu kién bién.

(1<2 -1).

Gia tri mémen xo#n ngau lyc cho phép duogc chon bang cach 14y gia tri clia
mdmen trong tnrong hop mat cét dic trlr di moémen tac dung 1én elip trong:

do ma'v®  m(ka)'(kb)’

T=G— -
dz a’+b’ (ka)2+(kb)2]
dd na'b’

=G— 1-k*
dz a’ +b2( )

Ung sudt 16n nhit dat dugc tai hai ddu mat ban truc nhé (a>b) va co tri
56 la:
N N
™ mab® [-k*
Phuong phap gidi trén ¢d thé ap dung d8i véi cac mit cit ngang rong
khac, khi duomg chu tuyén trong tring véi dang cta chu tuyén ngoi.

2 2
X2 2 Y X y
_T+_y'_7 :-1 T | 32 + bz 1

(ka)" (kb)

"><

Hinh 3.15
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3.3. Ly thuyét twrong tv mang méng

Xét mot mang mong chiu tic dung cua ap sudt p lam né phéng 1én so
voi mit phang ban dau (hinh 3.16a), tai bién cia mang c6 chuyén vi bang
khong (do ¢6 lién két). Ly thuyét twong tr voi mang mong nhu vay do
Prandtl néu ra c6 thé ap dung ddi vai cac mit cit dic biét, trong d6 ham ung
suit @ khong thé xac dinh duéi dang giai tich.

D& véi mot phian t6 coa mang moéng sau khi bi bién dang
(hinh 3.16b,c), ta c6 phuong trinh ¢an bang tinh hoc ¢o dang:

Ndy(@+—§x—dx) Ndy(——) +Ndx (—a§+—§;—d)

-Ndx (ﬂ") +pdxdy = 0
ay

Hodc rat gon thanh:

+— =0 (3.47)

Trong d6, N 12 luc cang ctia mang méng dudi tac dung cda ap suét p, 7
1a chuyén vi cia mang theo phuong cua p.

RS rang phuong trinh trén hoan toin gidng nhu (3.40). Nhu viy d6
vong 1én cita mang c6 thé coi trong tir nhur ham img suit ®. Ta di tinh cac
thanh phan tmg suit tiép :

. 90 o2
& % (3.48)
od Yo
T, =———=——"
T x| ox

Pudng dong muc cia chuyén vi trén mang cé dang z = const, sur dung
su tuong futaco .

o> _oddx  addy

s ox ds By ds

Hay: t,n +t n =1, =0 (3.49)

72



Nhu vy ta co tng sudt tiép toan phan theo phwong tiép tuyén véi
dieong dong mirc biang dj doc cia mang khi bi thdi phong 1én, dé vénh cua
mat cdt ngang béng dj vong lén ciia mang.

Thay gia tri ctia ® = w vao (3.37) ta c6 mémen xodn T bdng hai lan thé
tich gidi han béi mdt cong ciia mang va mdt phang x0y.

Ndy
Ndx

2R

d
gy AL

b) . c) )

Hinh 3.16

Trén hinh 3.17 biéu dién dudng déng mirc cla (g suit tiép va do vénh
ctia mat cat hinh elip.

Hinh 3.17

Vi dy 5: Xéc dinh truong umg suat va goc xoan ty doi cua thanh mat cat
ngang hinh chir nhat hep, (t << h) chiu xodn boi mdémen ngau luc T
(hinh 3.18).
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Giai: Gia sir mat cdt ngang

duoc phu mdt 16p mang mong, /
chiu ap luc phin bé déu q vuong
goc voi bé mat mang va luc cang
N trén médt don vi chiéu dai cua

chu tuyén. Khi d6 mang bi véng
[én va la hang sb theo chiéu cao

cha mat cit (loai trir phan rit gn )
hai diu chi nhat), do do w khong \J
phu thudc vao toa 46 y. Ta co: t

2
0P _ ¥ g
x & , Hinh 3.18
Tich phén 2 lan lién tiép theo bién x, ta duogc:

Aw=AD =

® =—G93x2 +Bx+c¢
Z

bicéu kién bién: ©

=0. Thay vao ta cé:

x=2t/27

el (3]

Ta tinh céc thanh phan (g suét:

Ty = ——62 = 2Gx.iq
ox dz

Ung suit 16n nhét dat duge tai hai canh dai cia mat cat:
do

=Gt—
dz

max
T
zy

X=11/2

Hang s6 xodn:

4 ht’
Jz—BJI(Ddxdy =%
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Thay 62 =T vaoraco: fr, )30 T
dz J B ht ]
: ¥ T
Goéc xoan ty doi co dang : @ = l - 3 .
dz GJ Ght

Ttr bai toan trén ta c6 thé ap dung ddi véi thanh thanh moéng chju xoan,
ta chia 1am hai loai mat cét: thanh mong hé va thanh méng kin.

a) Mit cit ngang thanh mong ho

Trudmg hop c6 thé khai trién thanh hinh chir nh4t dai:

(viduchit L, [, ...), ta c6 hang sé xoan dugc tinh theo cong thic:

3
J = §.I_ = l _l-thS ;
3 3
Géc xoan ty ddi va img suét tiép 1ém nhat cé dang:
d T T.t : 3 2
— = T, = — ¥ VO tma 18 chiéu day 1én nhat
iz Gl ™ = d

Truomg hop khong thé khai trién thanh hinh chir nhat (chir I, T,...)
Céng thie déi voi hing sé xodn, goc xoén ty déi va umg sudt tiép 16m
nhét nhu sau:

I=Yst'/3

e T Tt

N A Tmax

dz GIJ J
b) Mt cit ngang thanh méng kin (hinh 3.19)
Ap dung 1y thuyét twong tu mang mong. Ky hiéu q 1a tich cia img suit

tiép va bé day cua thanh méng, ta gia thiét: q= T.t= const (3.50)
Hop luc cda ndi luc trong mit cit ngang phai can bang véi ngau luc T:
T= [[am, = [[a2dA)

Hay T =2qA* (3.51)

Voi A* la dién tich bao boi dudng trung gian cva thinh mong
(hinh 3.20).

Ung sut tiép duoc tink theo cong thuc:
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T
1= N (3.52)
Géc xodn ty dbi trén mot don vi chiéu dai duoc tinh nhu sau:
O__L_ &
dz 4GA™ Jt
Tir d6, goc xoén ciia toan bd thanh ¢6 chiéu dai L ¢ dang:
TL ds
T4APG T 1
Trong dé6 tich phan dwoc tinh theo chu tuyén cta mit cit ngang.

(3.53)

AX

Tn

Hinh 3.19

Budng
trung gian

Hinh 3.20



BAI TAP CHUONG 3
3.1. Chimng minh ring, ham {mg suat ¢ = 2x; +12x;x5 —6x; thod min
phuong tr'inh diéu kién hoé’kép. Tim céc thanh phan ciia ten-xo (mg suit va
ten-xo bién dang khi coi bién dang [a phang.
3.2. Chimg minh ham sb sau c6 thé chon lam ham Ymg suét Ery, xic

dinh truomg tmg suit va trang thai chiu luc cia thanh mat cat ngang chir
nhit hep (6 =1).

3 1 3
p(x,y) = 8—3;[X2(y "3CZ>’+ZC‘)—;}" s —262)}

viig,c=const, 0 <x<l;-c<y<ec.
3.3. Cho ham vmg suét Ery c6 dang:
M(x,y) = ——F;xy2(3d -2y) +bi voi F, d = const.
d 3C
Hiy xac dinh truong {mg sut, trang thai chiu lyc ctia thanh véi:
-1 <x < 1;-c <y <c (bé day mat cit ngang hinh chir nhit coi bing 1)
3.4. Cho ham t{mg suit Ery c6 dang
2 2

L ly Py -
X, y)=—sy (l-—=)+——, vois, P, c = const.
d(x,y) 2y( 6C2) ac

Hay x4c dinh tnrong \mg sudt, trang thai chiu luc cia thanh: 0 <x < £}
-d <y <d (bé day mat cat ngang hinh chit nhat coi bing 1).

3.5. Cho ddm cdngxon chiu [yc nhu hinh 3.21, hiy xac dinh trudng tmg
suét, chon ham tmg suit Ery c6 dang:

d(x,y) = Ay’ +Bxy' +Cxy, véi A, B, C = const

Z

N
J

X

d/i2 | di2

AV

l— £

Hinh 3.21
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3.6. Cho dam congxon chiu luc nhur hinh 3.22, hiy xac dinh trudng tmg
suit, chon ham mg suét Ery ¢6 dang:

d(x,y) = Ay’ +Bxy’ +Cxy, véi A, B, C = const

Q
hi2 | hi2
x

NN\

L ¢

y

Hinh 3.22
3.7. Cho ham vmg suit Ery:

5 2
q 23 Y 2.2 3.2 ° 2,
X, =-———| X -2 3 +2CX -] —=—=
¢(x,y) et | XY T y [& SJy}

Hay x4c dinh trudng img suét, trang thai chiu hrc va diéu kién lién két
cta dim (hinh 3.23)?

Hinh 3.23

3.8. Xdc dinh trudomg mg suft, géc xodn ty dbi va dd vénh cua thanh
mit cit ngang hinh tron ban kinh a chiu xo0dn bdi mémen ngdu luc T, chon
ham {mg suét Prandtl ¢ dang:

¢ =k(r* —a®) véi k = const

Chimg minh rang ham vmg suit d6 ciing c6 thé 4p dung dbi véi mat cat
ngang hinh vanh khan c6 ban kinh trong 1a a, ban kinh ngoai la b.

3.9. Giai bai to4n trén xuit phat tir ham vénh: y(x,y)=0 va so sanh
véi cong thire trong stc bén vt liéu.

3.10. Cho ham tmg suit Prandtl ¢6 dang:
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o(x,y)=K(x —\/§y+3a) (x+\/§y+33) (x—a)
J

V6i K — hing sb chua biét, a — chiéu
cao mat cit ngang hinh tam giac déu cua
thanh chiu xodn bdi mdmen xoin T
(hinh 3.24). Hay xé4c dinh: img sudt tiép,

gbéc xoan ti d6i, do vénh, tmg sudt tiep
16m nhat dat duoc tai vi tri ndo va gia tri

T mox?

(p(x,y)=K(X—\/§ y-+3a) (x+\@ y+3a) (x—a) \

3.11 Sir dung diéu kién bién

tuong ty nhir bai trén, véi ham g

sut c6 dang :
¢(x,y)=K(x-a) (y—m, x) (y +m, Xx)
Trong do6, K = const, my, my a

14 céc théng s6 vé hinh hoc cia tam

gidc thuomg. Chimg minh ring, loi

gial cha bai toan chi dung trong
truomg hop tam gic déu (hinh 3.25).

3.12. Chimg minh rang, ham
{mg sudt Prandtl c6 thé ap dung
d6i voi mang mong hinh Parabol
CZ

4)

(hinh 3.26) ¢ = -G@(x2 -
dz

e

y=-m,Xx

Hinh 3.25

z
OO

Fa]
z
| E%

'y
Hinh 3.26
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3.13. D6i véi mat cat ngang cb
dang tam giac hep (hinh 3.27) ¢6 thé thu
dwoc nghiém gan ding néu coi tai moi
muc y, mang mong c6 dang Parabol nhu
bai trén. Chirng t6 ring mémen xoan khi
d6 cta mat cit ngang tam giac ¢6 chidu
caobla:

1 _.dé

=—~G—bc,
dz

3.14, Hay so dung phuong phap
trong vi du 4, chtmg minh rang ham (mg
sut Prandtl ciia mat cét ngang clip (hinh

3.28) ¢6 thé chon gin dung nhr sau:

a6 ,{x* y?

= - y— b2 —_—

¢ dz [32 b’
Chimg minh 161 giai chinh xac cna
bai ton tién gan dén gi4 tri trén vai ty sb

b A .
— rat nho, tim mémen xoan T, 7, ?
a

e
Hinh 3.27
b

.\
-

Hinh 3.28

3.15, Xac dinh tmg sult, goc xoén ty dbi va dd vénh cua thanh mat cit
ngang chir nhidt chiu xo&n (hinh 3.29), chon ham mg sudt co

dang: @ = @, + ¢, ,

Trong d6 o,(x,y) = X(x).Y(y), théa man phuong trinh thuin nhét

A =0 va diéu kién bién:
¢, (%a,y) = 0;

(. tb) = —G22 (a2 - x?)
dz

Va o,(x,y) = Ggg(azﬂ(z) , thoa
z

man phuong trinh khéng thun nhét:
de

Ap = -2G—
® dz
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Chuong 4

BAI TOAN PHANG TRONG TOA PO
pOC CcUuC

1 - CAC PHUONG TRINH CO BAN

1.1. Phwong trinh can bang

Xét su can béng cua mdt phan td trong hé truc toa do try (hinh 4.1).
Phuong trinh tdng hinh chiéu ctia céc luc theo phwong ban kinh, thco
phuong vudng géc vai ban kinh va phuong x3 =z ¢6 dang :

X3

(4.1)

81



Trong dé: R, S, Z 14 hinh chiéu cua luc khéi tuong vmg theo phuong
ban kinh, phuong vong va phuong z. Trong trudng hop bai todn phing
(hinh 4.2), ta ¢6 cic thanh phin hinh chiéu theo phuong z bang khéng, hd
(4.1) trd thanh ;

8cr+lat0,+c,—ce LR-0
or r 00 Y

o, (4.2)
+_

Hinh 4.2
1.2. Cac phwong trinh hinh hoc

Xét phan té ABDC truée khi bién dang, sau khi bién dang phan td o vi
tri m&i 1a A’B’D’C’(hinh 4.3a). Goi u, v 14 chuyén vi theo phuong ban kinh
va phuong vong cia diém A, chuyén vi cua diém B, C lan luot theo hai

phuong néi trén la: (u+ éu-dr; v+ Qxdr) va(u+ @dG;VJr@dB ).
or or 20
Cac thanh phén bién dang lién hé véi chuyén vi co dang:
du
(u + Edr)-u au

£ = —F = —_— %
' dr or ™
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o
/ D
/
/
// B N
C// yz B g V+§-dr
A M
ov C -
v +=—db =z B
I5,4] A"
A\ A
k¢
o -
" c) *
Hinh 4.3
ov
_rwdo-rde (A9 Y ey ey .
- o0

i rd0 rd6 r o1
Yo =Y, +7,, VOl 1 12 bién dang géc chi do u gdy nén, v, la bién dang
goc chi do v gdy nén (hinh 4.3 b,¢) :
(u+ u d6)-u
0

Y, = =-

rdo r 06
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_(v+ dr)-v _‘__@_v
V2 dr r o r
1ou ov v
= 2T ek
Tro rod o r )
Tl (¥, *¥*, ¥**) ta co:
Ju 1év u
& =7 ; Eg=_—~+t—
or rod r (4.3)
_ov 1o v
o= o T T 0

Trong d6: €, €0, Yo lin luot 13 bién dang dai ty dbi theo phirong ban

kinh, phuong vong, va bién dang géc tuong dbi.

Phuong trinh cn bang tinh hoc biéu dién qua chuyén vi c6 dang:

u

GV2u+(l+G)£(@+ +l@)+R=O
o o r rod

GV + (A +G) L2 (M

9

. (4.4) (trang thai bién

(4.5) (trang thai tmg

10 m v, 1oy s 0
rod or r rood )
dang phing).
GV + = —6-—(@+B+lﬁ)+R=0
2(1-v)or or r rod
GViv 4 10w u I e p
2(1-v)rog or r rod
sudt phang).

1.3. Cac phwong trinh vat ly

1 1
€, =E(G' —-Vvo,)s £, :E(GO -vao,)
T

Yo =

2]

Lién hé giira tmg sudt va bién dang tuan theo dinh [uat Huc:

(4.6)



E
= (€, + vey); 6, =— (&g +VE,)

. =
hay: 7 1-v 1-v? (4.7)
Te = CYyg
Ao PR : E Vv
D061 voi trang thai bién dang phing thay : E, = v v, = "
-V Y

Phuong trinh twong thich biéu dién qua \mg suat c¢6 dang:
1 OoR R 188

(—+—+—
(I-v) or v 100

OoR R 1088
or r rdd

V(o, + 6,)=— ) (4.8) trang thai bién dang phang.

V? (0, + 6,) =—(1+v)( ) (4.9) trang thai tmg suat phang.

1.4. Ham (ng suat

Céc thanh phin cua ten-xo tmg suét lién hé véi ham (ng suit Airy
¢ (r, ©) theo cOng thic:

Gy =—t | (4.10)

r’ 80 r orco |

Phwong trinh diéu hoa kép trong toa do déc cuc:

[LLLLE_J(LL Lii}pzo
o rér rree’ ot rar 1’00
hay V4<p =0 “.11)
Ta xét nghiém tong quat ciia phuong trinh trén bang phuong phéap tach bién:
o(r.0) = f(r)e*, trong d6 k la thong sb can xac dinh, f(r) phai thoa
man phuong trinh vi phin cip bdn, sau khi thay ¢ vao phuong trinh (4.11):
2o l_szful_%wf’+k4(4:k2)f=0 (4.12)

T r r r

£+
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Nghiém ctia phuong trinh vi phan cip 4 ¢ thé tim duoc dé dang, dat
r=e°, khi d6 ta ¢6 phuong trinh vi phan theo bién £ nhu sau:

[ -4 + @ +2k) " =4k [ + K (4+Kk)f =0
Dat f = e*® ta c6 phuong trinh dic trung :
(a’> +k*) (a* —4a+4+K*) =0

Nghiém cia phiong trinh nay 1:| >~ — K hay | <~ £ 12
cm cua ron nn nay la: a
gl PAOTE M Ay . sk Y |k = 2i(a—2)

D4i véi bai toan cd tinh chu ky theo goc 6, ta c6 thé chon k =i.n (nlasé
nguyén), va a 13 s6 nguyén. Khi dé ham img sudt ¢ c6 dang tdng quat sau:

¢ =a,+a,Inr +a,r’ +a,r’Inr + (a, +alor + a;r’ +a,r’Inr)0

a
. 13 k)
+ (a,, r+a,,rinr+ . +a,r +a,;r0+a, rolnr)cosd +

+ (b, r-+-b”rlnr+h+b|‘,‘r3 +b,rB+b, rOlnr)sind + 413
r : (4. -’)

n n+2 -n 2-n
+Z(an,r +a,,r"" 4+a r" +a ,r")cosnd +
n-2

+ z(b“1 r"+b,, 1" +b

n=2

-n 2-ny .
r" +b,,r7")sinnd

ni

Day 13 11 giai cna Michell (1899), trong dé cac hé sb a, b can duogc xac
dinh. D&i vdi bai 10an dbi ximg truc, ham o khéng phu thude vao géc 6,
ta co:

®=a,+a,Inr +a,r’+a,r’ Inr

(4.14)
Céc thanh phan vmg suét khi d6 s& xac dinh theo cong thirc :
G, = 2a, lnr+?71 +a,+2a,
r
G, =2a,Inr ==L +3a,+2a, | (4.15)
r
T, =0

Truong chuyén vi xac dinh theo cong thirc:
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a, +2(1-vja,rinr~(1+v)a, r+2a2'(l*v)r]

(1+v)
T

+ Asin® +BcosO ‘ (4.16)

V= ié—ed +AcosO +Bsin® +Cr

Trong d6 A, B, C la cac hing sé bat ky tir diéu kién chuyén vi cla vat
rin. Ché  ring néu vat thé ¢6 chira diém r = 0 thi céc hé sé a;, a3 phai bang
khong dé chuyén vi 1a dai fwong hin han, khi d6 vmg sudt 13 hing s6. Déi vai
bai toan bién dang phang, cac hing sb vat liéu dugc thay bai Ey, v, theo (3.10).

Lo giai trén cua Michell ¢6 thé ap dung dbi véi mot loat cac bai toan
phing c6 nhiéu (mg dung trong thuc tién ma ta s& 1an lirot xét dén sau ddy.

2 — ONG DAY CHIU AP SUAT PHAN BO PEU BEN TRONG
P,VA BEN NGOAI P,

Xét dng c6 ban kinh trong a, ban
kinh ngoai b, chiu ap sudt phan bd déu
bén trong p, va bén ngoai pp (hinh 4.4);
ta can xac dinh trang thai wng suat, bién

dang va chuyén vi tai diém bat ky rén

thanh éng.

a
2.1. Ung suat L b
Hmh 4.4

Ung suit theo phuong ban kinh va phuong vong xac dinh theo cong thire
(tir (4.15), v&i a3 =0 vir = 0) : ‘
B - I PO . . < P A ta . v .
G,,=At — voicdché so A, B xdc dinh tir dicu ki¢u bién ciia bai todn:
T
r=a.C6;=-pa; T=b.o, =-pp, ta co:
2 2 21.2
—n.b -p,)a’b
A= Pdiopbt gy (PP )abt
b’ —a b"—a

Vay :
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pa’=pb’ (Py-p)a’® 1

o'1': b2__a2 bZ_aZ ‘? (4 17)
o _pa’-pbl (py-p,)a’d’ 1
(4 b2 _ aZ bl _ a?. ‘ r2
Trudng hop riéng, khi p, = p, p» = 0.
2/ 2 2 2
pa b° | _ pa b
Crzbz_az Ll—;:z—], GO—-bz_az [14‘7] (418)
Biéu d6 (mg sudt nhur trong hinh 4.5
b2+ a2
b2- a’
2a?

L b?_az

’_’_’/’_Jx_—

Hinh 4.5
Ung sut tuong duong, theo thuyét bén img sudt tiép 16n nhat phai
khong vuot qua gia tri ung suat cho phép dé dng dd bén:

2

b . .
G,=0,—0, = bELZ—S [6] (4.19),vii 6 =0p; 03 =0 taiT = a;
-a
- Khip,=0,pp=ptacso:
_pbz a2 . _pbz al
G':b2—32 [I_FJ’ Ge:b2—a2 l+r~2 (4.20)
o4 = 0, =0, :B%%ba—zs[c},véim=cso;01=0tair:a

Ta thdy (mg suét tuong duong 16n nhit trong hai truong hop trén déu
bang nhau va cung dat tai mép trong cta bng. Bidu db rmg suit nhu trong
hinh 4.6.
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b2+ a2
b?_az

Hinh 4.6

05
or Srip
0,5 _
-1 ! ' L L rr,
05 0,6 0,7 038 0.9 1

Hinh 4.7
Trén hinh 4.7 biéu dién sy phu thudc ctia img sudt phap theo kich thuéc

ctia dng day trong trudmg hop p, = p, py = 0. Ta thiy khi a/b = 0,5 ; img sut
vong dat gia tri 16n nhét va bang 5/3 p. Néu dng mong chiu 4p sudt déu bén
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trong p thi ta cé: o, = E?—, vdit=b - a: bé day éng ; r, =(a+b)/2 : ban

kinh trung binh cua dng.
Biéu thirc nay chinh 14 cong thitc trong sirc bén vat liéu déi véi vo
mong chiu ap suat bén trong p.

2.2. Chuyén vj
Xét phén td ABFE tich ra tir dng day (hinh 4.8). Chuyén vi theo phuong

ban kinh tai diém bat ky cach tam khoang céch bing r 13 u. Ta co phuong
trinh Navier trong trudmg hop bai toan dbi Xumg truc u = w(r) trd thanh:
d’ 1
_L; 1 du y=0
dr rdr r

Nghiém cua phuong trinh doé 1a:
u:C,r+% (4.21)
Trong d6 -
_ p,a’ —pbbz. 1-v
| (4.22)

< b2 —a’ E

(pe _pb)azbz l+v
C, = ol .
—a E

u u+du
E' F F'
0 E S
do i |
! i
II !
/
A // /
' !
A I
//
or ? /
~_ /
\/ Bl
Hinh 4.8
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Dbi voi bai toan bién dang phing (vi du, ng day ngam tai hai dau, chiu
Ap suét phan bd ddu bén trong), ta can thay cac hing sb vét 1iéu thanh E;, v,
theo 3.10 . tmg suit theo phuong z x4c dinh tir didu kién bién dang €, = 0:

paa2 - ph bz

G, =V(o, + G, ) =2V R

z

2.3. Ong ghép

Néu éng don chiu 4p sudt bén trong tuong ddi 1ém thi ta gap phai kho
khan khi thiét ké dé 6ng dam bao diéu kién bén. D& dang rit ra tir (4.19),
néu ap suit bén trong dat t6i [6]/2 thi phai ché tao dng c6 ban kinh ngoai rit
fom, dicu dé trén thuc té khong thé thuc hién duoc va tén kém vat liéu. Do
do phai ghép hai 6ng bing cach nung néng ching 18n rdi 1éng vao nhau. Tai
chd ndi ghép s& xuat hién 4p sudt tiép xtc, ap dung nguyén ly cong tic dung
ta c6 thé xac dinh tmg suét 10an phén do 4p suat tiép xvc va 4p suit tac dung
bén trong dng gay nén.

Hinh 4.9

Xét mot dng duge ghép tir 2 dng 1am bang vat liéu khac nhau vai d6 doi
A cho trudc, a la ban kinh bén trong, ¢ 1a ban kinh chd ndi ghép, b 1a ban
kinh bén ngoai (hinh 4.9).

Ung sudt tiép xuc tai chd ndi ghép xac dinh tir didu kién ghép dng :
lu,| +]u,| = A (4.23)

vl ug, uy lan luot 1a chuyén vl cua 6ng trong va éng ngodi tair = c va
xac dinh bai (4.21). Tir d6 ta co:
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p-_—2 4.24)
Ea Eb
¢’ +a’ b’ +c’
Cazcz_az_va; Cb=b2-C2+Vb

Truomg hop hai 6ng cung vat hi¢u: E,=Ey=E, va = v, = v, tacé:

p - Ea (e -a)(b )
] (bz _az)

(4.25)

Biéu d6 phéan bd ung suit theo phuong ban kinh va phwong vong caa
bng ghép chiu ap suat bén trong thu duoe bing phuong phap cong tac dung
cac biéu dd trong hinh 4.10a va 4.10b va bidu dién trén hinh 4.10c.

Hinh 4.10
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Ta thay c6 hai diém nguy hiém trong dng ghép : Diém A tai mép ngoai
ctia 6ng trong, va diém B tai mép trong ciia ng ngoai. Didu kién bén cua
dng ghép théa man khi img sut twong duong & c4 hai diém d6 khong vuot
qué tmg suit cho phép.

D6 dbdi hop ly khi o4 =o])

Khi d6 d6 dai trong trudng hop hai dng ciing mdt vét liéu, chiu ap suét
bén trong p duge tinh theo cong thic:

2p cb’ (c2 —az)
" E 'bz(cz —212)+<",2(b2 —cz)

(4.26)

Diéu kién ghép éng t5i yu cha Gadélin khi 6% = 65, = min cho ta gia trj
ban kinh chd ndi ghép:
¢ =+/ab (4.27)
Khi d6 vng sudt tuong duong dat gia tri nhoé nhat:

ming,, =p

va d6 dbi ti wu: A = %\/E (4.28)

Viée ghép dng s& cho ta d6 bén c6 loi hon so véi dng don cing kich
thude va chiu ap luc bén trong p la:

b2
on 2p -
G?d — P bz —32 ~2.
0w T b
b-a

C6 nghia la 6ng ghép loi hon gdp 2 lan so v6i éng don vé d6 bén.

Vi du . Mot ng day bing béténg dat vira khit trong long da
(hinh 4.11) (dugc coi 1a tuyét dbi cimg), éng chiu ap suat phan bé déu bén
trong p = 0,86 MN/m?. Tinh ap suét trén mat tiép xiic giita dng va da, sau d6
kiém tra d bén cia dng theo thuyét bén Mo. |

Cho biét %:0,5. Cic dic trung cta bétong: [o]x = 0,5 MN/m%

[6]n = 5 MN/m?; E = 2.10* MN/m’.
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Hinh 4.11

Gidi: Goi 4p suat giita d4 va béténg la p’ va coi p’ phan bd déu. Vi ban
kinh ngodi ciia dng bétdng khong bi bién dang, c6 nghia:
Ab =4 =0

Khai trién ta duoc:

{—v pa’—p'b’ pa Lty a’’ p-p' _

) . . 0
E  b’-a’ E b b*-a
hay (1 - v)(pa’ —p’b*)+ (1 +v)a’ (p-p’)=0
2
a

Rutra: p'= >

1-v+(1+V) %—2
Thay s6 vao ta duge:
p’ = 0,38 MN/m’
Tai mép trong ciia dng (r = a).
or=—-p=-0,86 MN/m2=63

a’ ,

p(a’+b7)-2p'b? P[b—ﬁl P
b -a’ B a’
1_?

Ung suit tuong duong theo thuyét bén Mohr:

=0,42MN/m’ =g,

GO:
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o},
[o]

Ung sudt nay chi [6n hon img suit cho phép 1,2%, nén ta c6 thé coi
diéu kién bén dirge thoa man,

Oy =0~

s, =O,42—935§(—0,86)=O,506MN/m2 >[s],

Vi du 2: Tinh géc B (coi nhu rit nho) sao cho khi déng ngap ném hinh
nén cut tuyét ddi cimg vao vanh tron (hinh 4.12) thi ban kinh ngoai cua
vanh trdn s€ tang 1én moét luong la u (tinh ¢ mat trung gian CD cua vanh).
Vanh cé modun dan héi E va hé sé Poat-xdng v.

p B

’ Tuyét 36i elng

i/ i

L 1——29——-w

2b

Hinh 4.12
Gidi: Khi ném tuyét dbi cing dwoc déng ngip vdo vanh & mat trung
Bh

gian s& dan ra mot lugng bang =

_Bh

Do dé ta c6 diéu kién: u,__
(r=8) " o
Goi p la dp sudt tiép xiic gia vanh va ném tuyét déi cimg, ta co:
1-v pa’ a+1+v a’® p _ph
E b’-a’’ E a b-a® 2

Tir d6 ta co:

_ Eh(bz—az]
P 2a[(1=v)a? (1+v)b7 ]

D¢ tinh géc B ta dua vao didu kién sau day: dudi ap sudt p, ban kinh
ngoai cua vanh & mit trung gian CD s& dan ra mot lugng 1a u:

(a)

U=p = U

Khai trién ta duoc:
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_ 2 2.2
1 v 2pa 2.}H_Hv‘ab ‘ 2p _—u
E b"-a E b b'-a

2.2
Ruit ra: uzﬂa—b—
E(bz—az)
Thay gia tri cna p ¢ (a) vao (b), ta dugc:
32 E bZ_ 2
ye 2pa’b” p h( a )
E(bz—az) 211[(1—\))&12 +(1+v)b2]

Vay: B:;E[(l-v)az-f(la-v)bz]

(b)

Vi du 3: Hai bng ciing vét liéu ghép véi nhau (hinh 4.13) véi d6 doi

2A = 0.02cm. VE bidu db img sudt o, va op trong thanh dng khi dng chiu ap

sudt bén trong p = 8000N/cm®. Biét ring E = 2.10” N/em? va v = 0,3.

Hinh 4.13

Gidi

Day 1a mot bai toan vé dng ghép cé dd doi nén trude hét ta phai xéc
dinh ap suét p. do @9 doi giy ra. Vi hai dng cling loai vét liéu nén ap suat p,

cO gid tri:
_Ea(¢-a")(b'-¢’)

°o2c b* —a’
c=2'107'0§01 [15;—102)(202_152):2160N/Cm2
2.15° (202—102)



Theo hinh 4.13, ta tinh duoc g suit:
— O mat trong cla 5ng frong:
G, =—p=-8000N/cm’

’+10° 2.157
(O] =8000202;12-—21602—52-=5557N/cm2
15 0 15°-10

- O mit ngoai cua éng trong;:

2 2
6, =-2160+ 80?0'102 —202 =—-4240N/cm”
15*-10 15
2 3 2 2
Gy =— 80?0'102 1+202 ~2l60——152+102=1784N/cm2
15°-10 15 15°-10
- O mat trong cba éng ngoai:
6. =—4240N/cm’
2 2 2 2
5,=8000.—220 11420 14216022 *1> _16720N/cm?
20% - 15 207 - 15

— O m3t ngoai cla Ong ngoai:

. 2 2 02 2
6,=0; 5,=8000.—0 11429 11216022 15 _j0887N/ em
20°-15° " 15 20715

Biéu db tng sudt duge bidu dién trén hinh v&. Qua biéu d6 nay, ta thay
mdt diéu khong hop 1y vé dd dai : vi img suit o5 & mat trong ciia dng trong
(5557N/em?) khac xa voi (mg sudt & mdt trong cta éng ngoai (16720N/cm’)
nén din dén (mg svit tuong duong ¢ hai mat nay khac nhau nhiéu
(13557N/em” va 19340N/cm?). Dé khic phuc su bat hop 1y nay ta s& chon
lai 46 doi sao cho img sudt twong duong & hai m3t d6 bang nhau, tirc 14 ta
tinh d doi A theo cong thire tinh d6 doi hop ly sau:

Azz_p. cbz(cz—az)
E bz(bz—a2)+c2(b2—c2)
~2.80Q0 15.20° (15* ~107)

= 2.107 '202(152_102)+152(202_152)=0,OO67cm

97



Nhu vy, lic nay c6 thé v& lai biéu db tmg sudt o, va oo twong duong
véi dé doi chon lai A = 0,0067cm.

3 - TAM CHIU KEO €O LO TRON NHO

Xét mot tAm mong hinh chir nhat chiéu rong b chiju kéo theo phuong x
(hinh 4.14), ta cé phuong trinh diéu hoa kép dbi véi ham img sudt :

Khi tdm khdng c6 18, truong tmg sudt tai diém bét ky cia tAm xac dinh
bo1 cdng thirc: o, =p, 6, =0, 1,, - 0, cac thanh phin d6 wrong Yng voi

ham \mg suét:
I 1
¢, = Ep y*, hay trong toa do doc cuc tacod: @, = Zpr2 (1-co0s20).

Ta tinh duoc tng suét ¢ dang sTl:

y
P jer |r —:
P
g -
b
et — 0‘ —e X
|eat—| |
|
Hinh 4.14
o, —-l-%’-+—l2—w}=g(l+c0529)

ror o0 2

2
< %:2(1_00526) (429)

Xét truong hop tai tim cia tim cé khoan mét 13 tron nho ban kinh a
(hinh 4.15). Dua theo dang ciia ham g, ta chon ham g suat ¢6 dang:
@(1,8) = f,(r) + f,(r)cos20, véi fi, fr 1a cic ham sb can tim thoa man
phuong trinh diéu hoa kép, tir (4.13) ta c6 :
f,=Crilnr+C,r’ +C,Inr +C,

f,=Cg’Inr+Cg’ +C,Inr +C,

98



by
o p
- ™
et Bé a \\ | p
— ) a \ — el e
\ b/
S "
— // e
p
Hinh 4.15

Thay vao ham o ta ¢6 thé tinh duoc cac thanh phén mg suit o,, 6o, T .
Céc hang s tich phan xac dinh tir didu kién Cy = C¢= 0 dé gia tri ung sult
tair=0var=clahtuhan;vatair=athic,=c9=0:

Tacéd: Cy=-Cs = pl4;

Cy=-Cg=-pa’/2;

C,= -pa4/4.

Biéu thirc cudi cung ctia cac thanh phan tmg suét cé dang:

2 4 2

Gr=2[l‘a—2+(l+3i —i?z—]cos%]

2 r r r

2 4

400=§[1+32——[1+3i ]cos26] (4.30)
r r

p|. 3a* 2a’|.
T =—5[1——r4—+—r—2— sin 20

£ T - o, i cxos .
Ta thay tai mép 10 tron 6-—-:—2— thi ing suit o dat gia tri cyc dai, con
khi: 0 =0va0=rn thidat cuc tiéu:
cmax = 3p A A A ; A . . X 1 x
HEé s6 tap trung Ung suat tar mép 16 bang 3
omm = —'~p

Truomg hop 16 ¢6 hinh elip vdi bén truc 1ém 1a a, ban truc nho 14 b
(hinh 4.16) ta c6 (mg sut dugc xac dinh theo cong thie:

2a
O inax =p[l+T]
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Hinh 4.16

Vai ty 1€ a/b va phuong ctia cac ban truc so véi phuong cua luc khac
nhau, ta c6 gia tri cha \tng sudt 16n nhit tai mép 15 1a khac nhau. Néu tryc
I6m cua 15 ndm vudng goc vai luc kéo (a> b) thi Gemax > 3. Néu truc 16m clia
16 ndm theo phuong luc kéo (a < b) thi Ggmax < 3

Truomg hop tdm chiu luc phdn b6 déu theo hai phuong vudng géc
nhung c6 chiéu trdi ddu nhau (hinh 4.17). Sir dung nghiém (4.30) cua bai
toan trén, ta cong thém mg suét khi thay p bang —p va xoay hé truc toa d¢ di
mot gbc B = 90°, ta c6 cac thanh phdn imng suét ¢ dang:

4 2
o, = p(l+3—ar—4—i—)cos29
r r

3a*
G, = -p(l+—-)cos20 (4.31)
r
3 4 2
Ty =—p(l——a4—+-i2~)sin29
r r

Ung sudt 1on nhit tai mép 16 bang:
qy(a,0) = o,(a.m) =—4p

yis 3n
o4(2,—) = c,(a.—) =4
ol 2) ol 2) p

Nhur vy hé sé tap trung tng suét 1a 4. Ta thdy truomg hop tam chiu luc
¢6 chiéu ngirge nhau trén cdc canh, hé s6 1dp trung vmg sudt la Iém nhat.

Xét trudng hop tAm chiu kéo ddu theo hai phwong vudng goc
(hinh 4.18a), v6i cach 1am nhu trén, bing phuong phap cong tac dung ta c6
tmg suit 1on nhit tai hinh tron c6 duong kinh D, ddng tim voi 16 la
(hinh 4.18b).
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2
Op = 2p.ﬁ (d 12 dudong kinh ctia 13). Véi D>>d, ta c6 hé s6 tap

trung (mg suit bing 2.

Néu tdm chiu kéo theo hai phwong vuéng géc boi hai cuomg dd luc
khdc nhau (hinh 4.19),

oy

ARERER

thth
P

T

Hinh 4.17

<
e

Hinh 4.18
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y %
i .
1 j
-
9" a q
[ - - b— - -
b X
a - -
o)
Hinh 4.19
Tuong tu nhu trén, ta ¢ cdng thirc tmg sut tai mép 15 nhur sau:
{Gf;ax =3p—q
O =34 =P

Dé& dang nhan thdy khi thay p = 0, q = p ta nhdn dugc gia tri nhu truong
hop chiu kéo déu theo mét phuong.

Hinh 4.26 biéu dién sy phan bd tmg suit oy /T (T 14 luc kéo phén bod
déu song song v&i mdt canh cia tim) trén mép 15 theo cac goc 0.

Hinh 4.21 biéu din dd thi tng sudt oo/T phu thude vao ty sb giita
khoang cach cha diém dang xét so voi giira ban kinh 13 a.

Ta thay khi r/a > 5 thi hién tuong tip trung tng suft tai mép 15 han nhu
khong con nira.

5, (a.0)/T
150

180

210

240 300
270

Hinh 4.20
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Tom lai, hién twong tap trung (mg suét lai mép 15 ¢6 y nghia quan trong
dbi voi tinh toan dé bén cia két cAu nhu vo tau thity, vo canh hodc than may
bay. Dé giam hién tuong nay, ngudi ta c6 thé gia ¢d mép 16 bang cach ting
cuong vanh dai hoac déng ném vao 16.

o/ T
3
28 -
2,6
2.4
2,2
2
1.8
1,6
1.4
1.2
’

r/a

Hinh 4.21

4 — PIA QUAY

X¢ét dia quay déu vai van tde goc o, bé day dia khéng ddi va nho so véi
ban kinh a (hinh 4.22). Cac tmg suét gdy ra do luc ly tdm. Do tinh chit dbi
ximng nén cac thanh phan o,, op khong phu thudc vao goc cuc 8, con 1 =0

yi

Hinh 4.22
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Luc khéi theo phuong hudng kinh do luc quéan tinh cua dia khi quay cé
tri s 1a: R = pw?r, trong d6 p la khdi lugng riéng cia dia, r 1a ban kinh tai
diém bat ky.

Phuong trinh cén bang tinh hoc theo phuong huéng kinh ¢ dang:

o, , 9 7% L oer=0 (4.32)
dr r
Nghiém ctia phuong trinh c6 thé tim d& dang tir ham (mg sudt ¢ (r), ta c6:
c,=¢/r
(4.33)
G, = do, pa’r’
dr

Su dung phucmg trinh twong thich bién dang cla Saint-Venant trong bai
toan vmg suit phang, thay tri sé cua bién dang bang thanh phin (g suat nhér
dinh luat Huc, ta thu duoc :

€, =l(0, -vo,) = i(—qz—vgi—vpm2 r’)
*f ]f L dr (4.34)
@ 202 Y
g, =—(0,-vo, )=—(—+p0t° —v—
0 E( 0 :) E( a P )
Mit khac ta c6 lién hé gitra bién dang va chuyén vi ;
du
£ = —
"o dr
u (4.35)
£y = —
r
L‘Yrﬁ =0
Khur u tir hé thire trén va thay vao phuong trinh tirong thich bién dang :
d
—(rg,) —¢, =0 (4.36)
dr
ta co:
i,g Lde (p+(3+v)po>r~0 hay:
dr® rdr
d 1d )
—(-1——(r(p)) =—-(3+v)por (4.37)
dr rdr -
Nghiém cna phuong trinh ¢d dang:
(3+V) o s g
¢ =- 2 po T +— C r+C, —, véi Cy, C;1a hang so6 tich phan (4.38)
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Ta tinh cac thanh phan ing sudt:

B+v) L, C C,

c, =-— o r+—L+—=
(o, g F S o
C ~

o :_wp(}\)z r2+__1_22l
2

Tir di¢u kién tai r = O phdi co tri s cua (mg suét 1a hiru han, ta co:
C; =0, diéu kién bién tu do tai r = a cho ta:

(3+V 3
C, = —)(oa'co‘)
4
Biéu thire cudi cing ctia img sudt cé dang:
3+
o, = (—V)pw2 (a’ —1?)
8
po’ ) 2
o 2 [(B+v)a  —(1+3v)r
Ta nhin théy gia trj 16n nhat cua \ing suat dat duoc tai tim cia dia
(mac du luc khoa 1én nhat tai bién cua dia) .

(3+V)

(4.39)

Cpan = 0,(0) = 6,(0) = pa‘w’ (4.40)

c/pw’al
0'45 | T T | I

04 - v=03 -

0,35 |- o,/ pwfa’®

025 - i
02 | 4

6,/ p w’a’

01 -
0,05 — ‘ J

0 | I I L L | L I L ria
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Hinh 4.23
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Trén hinh 4.23 biu dién su phan bd ing sudt theo khoang cach dén tam
cha dia, voi hé sb Poat-xéng v = 0,3.
_ Déi véi dia ban kinh b, bj khoét 18 tron & tam c6 ban kinh a, ta c6 tmg
sut 16n nhét dat duge & bién trong ciia dia, va khi a << b, ta ¢é tzng sudt ciia
dia ¥éng gap hai lan dia dac.

5 — NEM PHANG VA NAT PHANG NUPA VO HAN

Y

Hinh 4.24

Xét ném phing nhu hinh 4.24 véi géc cuc a < 0 < B. Sir dung nghiém
16ng quét ciia Michell, ta chon ham {mg suit Airy ¢ dang sau:

¢ =r1'(a, +a,0+a, cos20 +b,, sin 26)
Truomg tmg suét duoe xac dinh nhu sau:
o, =2a, +2a,0 —2a,,cos20 —2b,, sin26
o, = 2a, +2a,0 +2a, cos20 +2b,, sin20 (4.41)

T, = —3d, — 2b, c0s20 +2a,,sin20

Cac tmng suat do khéng phu thudéc vdo khoang cich r. Ta cé thé (ng
dung 101 giai trén cho mot sé vi du cu thé sau:

5.1. Mét phan tw mit phing chiu trwot trén mot canh

Trén hinh 4.25 ta ¢4 ném dang mdt phan tu mat phéng chiu img suat
trugt S trén bién 0 = 7/2 va tu do tai bién 6 = 0.

Ta ¢é dicu kién bién nhu sau:
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G, (r,0)=1,(r,0)=0

T
00(r55)=0

T
T,(r.=)=S S
ol 2)

Thay céc gia trj cia ng suat vao, ta co :

|
t
|
|
!

2a, +2a, =0 /
2 2 5 L:
—a; — 2b, =0
2a, -2a,, +a,n =0
Hinh 4.25
—a, +2b, =S "
S S S
Tir d6 thu duoc : a, =—7r;a6 =—§;a,1 = ——n;b,lz—
8 2 ° -
Vay cac thanh phan img suét ¢6 dang:
o, S ( T 208 +Lcos20 —sin 208)
22 2
ls, =5 (00 -F0s20 +sin26) (4.42)
22 2
T, = 5 (1-cos26 —Esin29)
" 72 2

Tuong tu, ta co thé tim duoc img suét cho cac truong hop chiu luc khac:

5.2. Lat phang nira v6 han

T

of b 141
Bai toan ném phing véi  —~—— 1
/

B = n dugc ap dung cho tdm
vo han, chiu hre trén bién vai
cuong A6 T (hinh 4.26).

Ta chon ham img suét
Airy co6 dang:

¢=2a,rf+b,r’ sin20

Hinh 4.26
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Khi d6 cac thanh phdn img sudt vong va img suit tiép c6 dang:
G, =2a,8 +2b,, sin20
T, = —a, —2b, cos20

Ap dung diéu kién bién:
Gy (r,0) = 14(r,0) = 14(r,m) =0

Og(r.m)y=-T

Céc héng s6 tich phan x4c dinh dugc nhu sau:  a, =T b = o
n T

Trudmg ang sudt ¢ dang sau:
T
G, = —— (sin20 + 20)
2n
T .
o, = — (sin20 + 20)
27

T
=— (1l — cos26)
27

o

Ta thiy ¢o su khong lién tuc vé img sudt tiép tai gbc toa do. Pua vé toa
d6 Dé cac ta co:

Y
T X X ‘
T, =—— (- cos20). r T Q T |
27‘ i 9 r / ’I
V6i 0 =0tacér, =0.Véi | \\\T//C /
\ I|
T r
B=—cod: 1, =——. AN !
, " - /
CL N /
Nhu viy, khi tinh tién dén goc AN s
. e
toa dd, cidc img suat trén khong A N
trung nhau. v

Xét lat phang chiu luc tip
trung tai gdc toa do (hinh 4.27). Hinh 4.27
Chon ham tmg suit c6 dang:

¢=(a,rinr +a,;@)cosd + (b,rinr + b, rb)sinO

Céc thanh phan tmg suét tinh theo ¢ong thirc:
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c, = l[(aI2 +2b,;)cosO + (b,, - 2a,,)sin 6]
r

1 .
404 = ;[aIz cosO + by, sin 0]

Ty = %[al2 sin@ — b,, cos 0]

Diéu kién béng khong cua img suAttai® =0 va® =m chotaap = by =0,
do &6 : 0y =1, = 0Vr,0, ta goi diy la truomg hop ing sut phdn phéi
hieong kink, dac biét cd thé ap dung cho ném phing vdi cic goc a, P bat ky.
Pé xac dinh cac hing s ajs, bys 1a sir dung phuong trinh can bing céc thanh
phén ciia ngoai luc tac dung trén nira hinh tron C ban kinh a:

X=- Ij‘cl(a,(-))a cos6dd = —nb ;
QO

Y=- J-c,(a,e)asin 8d0 = na,
0

Ny Y X .. T
Tidé: a,; =— b, =—— vailngsuat cé dang:
n T

2 .
[c, =—— (Xc0s0 + Ysin0) | . .
nr tai gbc toa dd Ung suat o, = 0

106 =1,=0
Xét trudmg hop luc tic dung theo phuong thang dimg (X = 0), ta cé:
c, =—i Y sin 6
nr
Gy =Ty =0
Chuyén sang toa d6 Dé-céc, ta c6:
’ 2Yxy
(x> +y?)?
2Yy’
TC(X2 +y2)2
2Yxy?
T[(XZ + y2)2

2
G, =0,c08 0 =-

X
-2
10, =0C, sin 0=-

T, =0,sin0cosf = —

Xy

N
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Trén hinh 4.28 biéu dién d6 thi caa cac vmg suit phu thude ty 18 x/a, ta
thy khi |x/a| 2 5, timng suét tién din dén khéng.
0.3 T T T T T T T T T

02F

Ty /(Y/a)

oy J(Y/a)

04}

050

06

V7T s~ 3 2 4 0 1 2 3 4 5
x{a

Hinh 4.28. Sy phan bé ng suét cha nlra mat phdng chiu lyc tap trung

Hinh 4.29. DPué&ng ddng mirc rng suéat
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Hinh 4.30. Vécto chuyén vi
Trudng hop tAm nira vd han chiu mémen tip trung tai gbc toa do cb thé
coi nhu luc P dit cach O khoang cach d (hinh 4.30). Céc thanh phin {mg
sult trong trudng hop nay c6 dang sau:

4M |
6, =—— sinBcosH
-
466 =0
2M .
T, =—— sin’ 0
-
P di P M
X 1 X N
T ] T 7 1
f f f !
\ / { /
\ ;D A\ /
\ / \\ /
N / /
\\\ d \\\ //
1y y
Hinh 4.31

5.3. Ném chiju Iwc tap trung va mémen tap trung tai dinh

U‘ng dung céc két qua tr muc trén, ta cd thé thu dwoc trudng img suat
trong ném phang déi ximg vdi géc ¢ dinh 14 o, chiu tac dung cua luc tap

trung hodc mémen tap trung:
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(hinh 4.

2P cos®
r a+sina khi luc P tic dung theo phuong thing dvmg tai dinh

_EP_ sin0

r a+sina khi luc P tic dung theo phuong vudng goc vai

G, =T, =0

truc ném (hinh 4.32b).

2M sin 6
o, =— —
SINCL—QLCOSAL T
10, =0 khi mémen M dat tai dinh ném (hinh 4.32¢)
M cos26-cosa
2 R
r° sino—ocosa

Hinh 4.32 biéu dién sy phan bd img suét trong ném & cac truong hop trén.

M
P VR
o [0
oy als
> 2 > 2
r 55 o,
Gy
Ot § TrO
X X

Hinh 4.32

6 — THANH CONG

Xét thanh cong ban kinh trong a, ban kinh ngoai b, chiu mémen tap
trung tai hai dau thanh (hinh 4.33).

Tir diéu kién bién :
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c,(a)=0,(b)=
To(8) = T4(b) =0

@ot,rdrz—M \j

0 M M
J o, dr = Hinh 4.33

S dung nghiém cua bai todn déi ximg (4.15), ta tim cac hé sé tir hé
phuong trinh:

2Alna+£,+A+2B=0
e

2Alnb+é+A+2B=0
C C
b(2Alnb+?+A+2B)—a(2Alna+—2+A+ZB)=0
a

~C 1n(3) +A(b’Inb-a’Ilna)+B(b* —a’)=-M
a

Chti y rang, bidu thire thir 3 1a t8 hop tuyén tinh cta hai biéu thirc dau,
ta giai ra tim dwgc cac hé so:
A=~ &4. (b* -a?)
B= E[b2 —a’+2(b’ Inb-2a’Ina)]

C=- M b ln(h)
a

véi: N = (b? —a*)? ~4a’b’ lnz(h)
a

Trudng img suat cudi cung ¢6 dang:

s, :—%[a L In:> LIy )+’ ln( )]
21.2

19 =-ﬂ[— ab 1( )+b21n( )+a In(> )]

T,=0
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Trén hinh 4.34 12 d6 thi (mg suat phu thudc ty sé r/a véi b/a = 4 theo
cong thirc Stre bén vit liéu va theo Ly thuyét dan hédi, ta thdy gid tri lén nhat
cua tmg suat vong dat duoc tai ban kinh trong, két qua theo hai ly thuyét gan
1hu trung nhau.

c,-.a*/M

1.2 L T T T T T

1 ) b/a=4 .
Ly thuyét dan hoi

0.8 . N
T~ 77 Slc bén vatlieu

0.6 |-
04l
02t

ol

02+

04l

P
1

r/a
1.5 2 25 3 3.5 4

Hinh 4.34
Trudng hop thanh cong chiu luc P tai dau thanh (hinh 4.35).
Biéu kién bién tuong tr nhur trén:
c.(a)=0c(b)=0
14{(a) = 1,,(b) =0

b

b
[t(r.0)dr = P; Iae(r,g—)dr =-P

a

b
T
[zor. 2)dr =0

a

b b
1 jco (r,0)rdr = jco (r,0)dr = 0 Hinh 4.35
b
n P(a+b)
c,(r,—)ydr = ————=
! 0(12) :
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Ham tmg suét chon tir nghiém tdng quat ctia Michell phu thude vao goc

0 nén c6 dang:
. B .
©=(Ar +—+Cr+Drlnr)sin
r
Ta tinh cac (mg suAt;
G, = (2Ar—3]1E +]—)-)sin6
r r

<o, = (BAr +2—l_‘3~ +2)sin9
r r

Ty =—(2Ar —2—5 +2)c056
{ roor

Thay vao (*) va giai hé, ta tim dugc cac hé sb:
P Pa’b’

A=— B= D= -t sb?)
2N 2N N

. 3 2 ) b
Véi: N = a?~b’ +(a* +b*)In(—)
a

Céc thanh phan Ong suat cé dang cudi cung:

p a’b? a’+b’
+

o =—(r - sin 6
' N( r' r )
212 2 2
loy < L2 a5 60
N r r
P 21.2 2
Ty =——(r a? _a+b )cosB
r r

Hinh (4.36) biéu dién d6 thi ung suét tai ngam (0 = 7/2, b/a = 4) va so
sanh v6i stic bén vt liéu, ta thiy c6 su sai khac giita hai 1y thuyét va tng

sudt cang tang khi r cang lon.
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2 T T T

1k

0 L

1}

2y 0=m2 ba=4 1

3 Ly thuy&t dan héi
——~— Sdc bén vatliéu

-4 J 1 SR L s

1 15 2 25 3 35 a4
Hinh 4.36
BAI TAP CHUONG 4

4.1. Mot dng thép dudmg kinh ngoai bang Sem, thanh day Smm, chiu ap suét
phan bd déu bén trong. Dya vao thuyét bén (ng suit tiép Ién nhat, tinh gia trj cho
phép 16n nhét cia ap sult, biét rang thép c6 [o] = 160MN/m’,

4.2. Mot 6ng day bang thép, dudng kinh trong bang 20mm, chiu ap suit bén
trong P, = 25kN/cm®. Xac dinh bé day dng theo thuyét bén thé nang bién dbi hinh
dang, biét ring o, = 65kN/cm?, hé s an toan bang 1,3.

4.3. Mét éng day chiu ap suét bén trong P, va bén ngoai P, = 0,1kN/cm?® (véi
gia thiét P, > Py). Xac dinh P,, do bién dang dai cua ban kinh trong va ban kinh
ngoai. Biét dng day c6 ban kinh trong bing 4cm, ban kinh ngoai bing 8cm. Ong
lam bing vat liéu ¢é céc dic trung co hoc sau: [o], = 3kN/em’; [o], = 12kN/ecm’;
E=1,2.10’kN/cm* ; v=0,24.

4.4. Cho mot dng day bit kin & hai ddu (hinh 4.37) véi a = 10cm, p = 20N/em’,
Ong bang thép c6 (g suit cho phép [o] = 16kN/em?, E = 1.10"kN/cm’ va v = 0,3.
Hay x4c dinh ban kinh ngoai b dé dam bao d6 bén ciia dng. Xac dinh chuyén vj tai
cac diém trén bé mat ngoai dng véi gia tri b tim duoe & trén. Két qua tinh toan thay
ddi nhu thé nao khi dng ho hai ddu. Khi tinh dé bén theo thuyét bén (mg suat tiép

16n nhét.
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777777270 |/ T\

i |
7] N\

Hinh 4.37

O

4.5. Xac dinh ap lyc P, giira dng bétong va 13i thép tuyét ddi cimg (hinh 4.38), sau
d6 kiém tra d6 bén ciia dng theo thuyét bén Mohr. Biét bétong c6 cac dic trung sau:
Eg = 2.10'N/em?, v = 0,16; |6], = 40kN/em?; [c], = 200kN/cm’.

p=1797 Niem?

Hinh 4.38
4.6. Nguoi ta ghép cang mot ong thép co dudng kinh trong 2a = 20mm va
dudng kinh ngoai 2¢ = 30mm voi mot bng thép khac c¢o dudmg kinh ngoai
2b = 40mm. Ca éng ghép chiu 4p suit bén trong p = 25kN/em’. Tinh do doéi A gita
hai dng ghép sao cho ung suat 6y & mép trong coa dng ghép giam di 30% so vdi
Uing suit gy & mép trong clia dng don cb cing kich thude. Modun dan hdi cua thép
E=2.10'N/cm*.
4.7. Mot bng ddng ban kinh trong a = 10cm va ban kinh ngoai ¢ = 20cm, dat
vao trong mét dng thép co ban kinh ngoai b = 40cm (hinh 4.39). Tinh ing sudt
phap tai cac diém A, B, C theo 3 truong hgp sau:

a) Hai bng duoc 16ng khit vao nhau va chju ap luc bén trong p = 20N/cm?
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b) Hai éng dugc ghép vio nhau véi dd doi A = 0,2mm va cing chiu dp sudt
bén trong p = 20N/cm’

¢) Hai dng dugce ghép vao nhau vdi dé déi A = 0,2mm va toan bo bi dbt noéong
(én AT® = 100°C.

Déi vai dong: Eg = 1.10°kN/em’, vg = 0.34, ag = 16,5.10.

DG vai thép: Ey = 2.10°kN/em’, vy, = 0.3, ay, = 12,5.10°

b

Hinh 4.39
4.8. Hai 6ng lam tir hai vt liéu khac nhau duoc 1dng khit vao nhau va chiu ap
lwc phén bd déu bén ngoai p nhur hinh 4.40. Gia thiét mdi ghép la ly tudng va iing
suét, bién dang la lién tuc tai r = r. Xac dinh trudong (ng suit va chuyén vi tai moi
c"')ngt Cho blét E], Vi, E‘;, Vi.

Hinh 4.40

4.9. Mot éng hinh try tuyét dbi cimg ¢ ban kinh r; + 8 duoc 16ng khit vao
mét ong day c6 ban kinh trong ry, ban kinh ngoai r, (hinh 4.41). Mat ngoai clia éng
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khéng chiu luc. Diéu kién bién tai r = ry 12 chuyén vi bang 8. Gia thiél trang thai
bién dang phéng. Xdc dinh truomg Ung sudt va chuyén vi ctia Ong (r; < r <r,).

u=2=5

Hinh 4.41

4.10. Hay chi ra ring véi thanh cong chiu luc nhu hinh 4.42 6 thé tim duoc
nghiém, sir dung ham \mg svét cé dang;

s, B
@ =[Ar"+ —+ Cr + Drinrjcos0
r

Hinh 4.42
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Chuong 5

BAI TOAN POI XUNG TRUC

1 - LY THUYET VE TAM MONG

1.1. Khai niém

TAm la mot két chu duge giéi han bai hai mat phing song song va cach
nhau mét khoang t (goi la chiéu day tdm). Mat trung gian 12 mat phang cach
déu mat phang tAm, Tay theo ty sb gira bé day tdm va kich thude nho nhat

) - z £ t , . LA Lt LA N . .
cua mat phang tam (E) ma ngudi ta ¢6 thé chia tam thanh hai loai sau:

£ .ot
Tam day: —>—
5
£ , <1 t
Tdm méng: khi — <—
20 b
Cac gia thuyét co ban:

<— vadiéu kién 40 vong lon nhat: wyu <

J
5

I

— Gié thuyét Kirchoff: Phin tir thing va vudng goc véi mat trung gian
tnrée bién dang, thi sau bién dang vin thing va vudng géc vé&i mat trung
gian bi udn cong (mit dan héi).

— Céc diém thudc mat trung gian chi cd chuyén vi theo phuong vudng
gdc voi mit tim (u = v = 0; w = 0).

~ Céc 1ép song song véi mit trung gian van tiép tuc song song véi mat
d6 sau khi bj bién dang (hay noi cach khac, ta gia thiét o, = 0, do d6 trang
thai img sudt 12 phang).

1.2. Cac phwong trinh co’ ban

a) Lién hé gitta bién dang va chuyén vi
Xét thm chir nhat c6 kich thuée a x b, chifu day Ja t, chiu tai trong
vudng géc voi mat tdm (hinh 5.1). Goi chuyén vi tai diém A cach mat trung
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gian khoang cach bang z la u, v va w. Khi d6 ta c6 tuong tu nhu truémg hop
ddm chiu udn trong Stre bén vat liéu:

£ :i va gv_—_—_—z— (5.1)
px ’ p),

X

Hinh 5.1

Trong dé p« va py 1a ban kinh cong ctta mit trung gian theo phuong x
vay (hinh 5.2).

2 )2
o= 2% vap =W (52)
ox’ Yooey’
Thay (5.2) vdo (5.1) ta duoc lién hé gitra bién dang va chuyén vi (hinh 3.3):
0] -
X
2w
Ouw_— Cx 8
O« x
px N /\ = n
/ \? ] /"
5
/) 2 /2
\ ull,
| 4
Hinh 5.2 Hinh 5.3
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z 0w
Ex = — = ; 5 ya
p, Ox
L a2
-s‘.:i:d\:vz (5.3)
~ py 8y-
Lo _Ov ou_ 0w
T ox oy Ixdy

b) Lién hé gifa bién dang va irng suit

Theo dinh tuat Huac:
£ —L(o - Vo)
x E Y v
;=1 5.4
15, = ploy—vey) G5
T‘y
TG

¢) Lién hé giita irng suat va nji luc
Goi Q,, Qy 14 luc cat, M, M, la moémen uon, va M, = M, 1a mébmen

xodn trén mot don vi chidu dai cia canh vudng goc vai truc x, y (hinh 5.4).

My

Myx (: - Mxy)

Hinh 5.4

Xét phan t ciia tim 6 chiéu day 8z, cach mat trung gian mét khoang z,

ta c6 lién hé gitra ndi luc va img suat nhu sau (hinh 5.5):
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12

M, = [ o zdz
A0
t:2

M, = _[2cyzdz
:2

M, = j;thdz (5.5)
12

QX = t(7d‘_"
12
(i2

Q, = 1,,dz

a) Ung suét phap; b) Ung suét tiép  B)

d) Lién hé giva ndi lue va chuyén vi
Két hop (3.3), (5.4) & (5.5) ta duoe:

2 2
M, =D|2¥ . IW
ox” oy~
L. 2
M, =p| I O (5.6)
; dy- ox”
WA ,
MX\' :D(l_v>'rd A“
; Oxdy

Trong d6: D 14 d6 cimg chéng ubn cia tim.
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3
D— Et
12(1-v?)
voi E 12 médun dan héi, v 1a hé s6 Poisson.
e) Phurong trinh can bing tinh hoc
Goi g(x,y) 14 tai trong phan bd vuéng gbc voi mat tim (trong doé ké dén
trong luong cna tAm), 1iy tdng hinh chiéu theo phwrong z, va téng mdmen
dbi vai truc X, y cta cac lue tic dung 1én phan td cach mit trung gian mét
khoéng 13 z (hinh 5.6), ta c6 hé phuong trinh can bang tinh hoc:

0Q .
6}’ Q,q.é&b‘x

Q +

Hinh 5.6. Trang thai chiu lwc clia mdt phan tir tAm

v 8 .
Zl—‘l/z:O@O—Qii—&-Fq:O
ox ay
> °m Ey=0e D My oy (5.7)
IS A 0)( (l)y y )
oM, oM
F)=0e —Y—-—2>4Q, =0
Zmy( l) 8)/ (t)x QK

g) Phuong trinh Sophie — Jermain
Tir (5.7) rat Qy, Q, ra tir hai phuong trinh cudi ta duoc:

oM, M
x = —(;_' Oy
oM, oM,
! _—6_)/“_ Ax
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Thay M,, My, M,, tir (5.6) theo w rdi thé Qy, Q, vao phuong trinh dau
tién cua (5.1.7), va ta dwoc phuong trinh vi phin d6 vong cua tim
nhu sau:

o'w o'w  8'w  q

2 == 5.8
9'x N (')2)(('32y+ o'y D G-8)

Hay: AAw = % (5.8)

V&1 A latoan tir Laplace trong toa 46 Dé cac

Trén day 12 cac phuong trinh co ban vé Iy thuyét tim, dé giai cac bai
toan cu thé can thém vao cac diéu kién bién.

1.3. Diéu kién bién

a) Tam twa tw do (Simply supported Edge)
Trén canh ¢6 gbi dd (hinh 5.7), 46 vong va momen ubn phai bang khéng.
Gia st canh x = 0 tua khop, ta co:

2 2
wl,_o=0 ; M, :—D(aax—‘;“wiy—‘f):o,

2

%,
Mat khac do w(0,y) = 0 nén =0

Vay diéu kién bién la: w|, =0 ;—| =0 (5.9)

4

Hinh 5.7
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b) Bién ngam (Clamped Edge)
Dé vong va gdoc xoay phai bang khong :
x=0 W| n=0, —1|._,=0 (5.10)
x=0 ax \X 0

¢) Bién tu do

Luc cit, mdmen uén va mdmen xodn déu bing khéng:

Néu tai x = 0 khéng c6 lién két, tacé: M, =0; Q, =0; M, — 0

Hai diéu kién bién cudi c6 thé sat nhap theo diéu kién Kirchoff nhu sau:
xét hai doan k& nhau doc theo canh cia tim mong nhu hinh 5.8. Mdmen
X0dn trén phan tb thir nhat 1a Mydy, va trén phan t& thi hai la :

M,
(M, + N Sy)dy,

Hinh 5.8
Cac mdmen trén c6 thé thay bing cap luc cit nhu hinh vé trén. Theo
lién hé vi phan giita luc phin bd va luc cat ¢ giira hai phén t6, luc cat Q,

Xy

phai can bing véi cuong 46 dy , d6 chinh 12 hop luc cua tai trong

oM

Xy

phan b6

, M,

Diéu kién bién tai canhtwudox =014
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2o, 2
M, =0& (?—\)f+l}3 Y= 0;
o _ (5.11)
oM O'w (')‘w '
Q, — Y =0, ——l—(2—1}) =0
oy Ox

1.4. Cac phwong phap dé giai bai toan tAm moéng hinh chiy
nhat

a) Loi gigi Navier (Phuong phéap Bip-ndp & Galerkin)
Xét tim mong hinh chir nhat, kich thude a x b chju tai trong phan bd
q(x,y), c6 cac bién tua khép.
Phuong trinh vi phan d6 vong c6 dang (5.8):
d'w o'w  O'w
0'x 2 I°xd%y N o'y =%
Chon 15 giai dudi dang chudi Fourier:

w(X,y)= ZZA sm[

m=| n=

[
] [ b ] (5.12)

Thoa man didu kién bién w = 0, My = 0, M, = 0. Trong d6: Amn la cac
hang sé chua biét.
Phén tich ham tai trong ciing dudi dang chudi Fourier:
q(x,y) ZZ sm( xjsin[%) (5.13)
a

m=| n=1

2 Y

Vi amyg 12 hang sb can xac dinh dé théa man phuong trinh (5.8)

Nhén hai vé cia (5.13) véi sin [m ™ ]sin
a

L :y] , sau d6 l4y tich phan

theo bién x trén [0, a], bién y trén [0, b], ta ¢6:

a b \ [
fafacrmfz2pul -

a b ' !
:ZZfdxfam sin[m“x]sin[mwx]sin[nﬂy]sin[n Try]dy
% A a a b b

Theo tinh chit trrc giao cita ham s6 luong giac:
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y mTX m X 0 sm=m
fsin[ ]sin[ T }1x= 2 (5.15)
) a a . m=m
2
Tuong tu ta co:
y nm n 0 n=n
fsin[—y}sin 0T by =11 | (5.16)
0 b b E’ n=n

Viay (5.14) co dang:
a b . .
fdqu(x,y)sin[m 1TX]sin[n ﬁy]dy:
0 0 a b
a b , ,
=22fdxfam sin[m“x]sin[m“x]sin[nﬂy]sin[n “y]dy = @
m n 0 0 a b b

a 4
4 ° mnX
Ratra: a_ = — {dx X, y)sin ]sin
™= [ [ q(x,y)

Thay (5.12) va (5.13) vao (5.8), ddng nhat cac hé sb cua hai vé di voi
ham sin, ta co:

Y 5.17
b ]dy ( )

a

— mn

= véim,n lé (5.18)
2

mn 2 2
n
4D[— + _bz

Thay vao (5.12) ta tim dugc phuong trinh d6 vong cua tAm. Tir d6 tim
duge ndi luc va Ymg sudt cia tdm dé c6 thé kiém tra didu kién bén, xac
dinh tai trong cho phép tac dung lén tAm, hodc chon kich thuéc cho phép
clia tAm.

Trong trudng hop tai trong q = g, = const vudng goc voi mat tim. Thay
vao (5.17) ta co:

4q [Ty
e 4 d 5.19
Y N S LSICIR 59
véi m, n 1é ta duoc: a =10 (5.20)
mnTt
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Tuong ty nhu trén, ¢6 thé xdc dinh duge ham d vong cia tAm chiu tai
trong g(x,y) la ham sb cho trude. Tir d6 c6 thé x4c dinh dugc timg suét cia

1am dé kiém tra diéu kién bén, xac dinh tai trong cho phép, hodc chon kich
thude cua tm :

Ez (&’w  o'w
“Taolae ey

2 2
Gy:(lEzz)[c’j}y\ngxV:/} (5.21)
-V
E &'w

‘t , p— _
¥ (1+v) Oxdy
b) Phuong phdp ning lwong dé gidi bai todn tam

Ta cé theo nguyén ly cong tic dung, ning lugng toan phin cia tim
bang téng thé ning do ngoai luc va ndi luc gay nén:

Uloan phan = Unél et Ungoai Tye (522)
Dung nguyén ly gid tri dimg cta thé ning bién dang dan héi:
Diéu kién dé hé duoc can bang la: gAH =0 (5.23)

+ Thé nang bién dang dan hdi do ndi luc M, My, Myy.
du™ = %Mx&pdxdy

_D 02w+v82w _O'w
T 2] ox? Oy*?

1
do™’ = EMywdxdy

_D [Szw 62w”_ 8w

4 v dxd
oy’ | oxt 8y2] Y

(5.24)

2

du™’ = %Mxy&pdxdy

'w O’w

=D(1—-v)——
Oxdy Ox0y

dxdy
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du = du™ 4 du™ 4 du™’ (5.25)

a b
U(noiluc) — fde (526)
0 0 .
+ Bién dang dan héi do ngoai lyc sinh ra: .
dulreeate — —%q.w.dxdy (5.27)
1 2 b
= Yleesho — _ X,y).w.dxd 5.28
> [ { q(x,y) y (5.28)
Ta c6 tdng thé ning bién dang dan hdi ciia tAm xdc dinh theo cong thirc:
2 2 2 2 2
U(mmphm) ff 3W 8 _2(1_\’)6\:6‘;\’_ o°w __}__qw dxdy
ox" Oy Oxdy 2D
(5.29)

P6i v6i thm chir nhat a x b, bién twa khop; tai trong déu q = q, = const
vudng goc vdi mit tAm, ta ¢6 phuong trinh cia d6 vdng nhu trén di xac
dinh c6 dang (5.12). Tir d6 thay vao cong thirc cia thé nang bién dang toan
phén (5.29), va tinh dao ham theo hé s8 Apn:

ou
OA,,

Ta tim duoc két qua gibng nhu phwong phap Buvnop-Galerkin:

= 16q2° — (m,nl¢) (5.30)
m n :
o[+

Ngoai cac phuong phap ké trén con c6 cac phuong phip khac nhu
phuong phap Ritz, phuong phép sai phan hiru han, phuong phap phan tir
hiru han, phiong phéap phin tr bién.
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2 — TAM TRON CHIU TAI TRONG DOI XU'NG TRUC

2.1. Lién hé giira Ao vong, goc xoay

frf\\\ W

Hinh 5.9

Tir hinh vE 5.9, ta cd gdéc xoay tai mit cit bat k¥ cach tim cua tim
khoang céch r duge tinh theo ¢ong thire sau:
0=_vw (5.31)
or -
DAu trir biéu thi d6 vdng 1a ham nghich bién theo r, va khi d6 vdng
dat tri s& 16n nhét thi goc xoay bang khéng (tiép tuyén vdi mat trung gian
song song voi truc x).

2.2, Lién hé gii¥a ndi lwc, trng suit

Xét mot phan tb tach ra tir tim tron (hinh 5.10) ndi lyuc trén cac mit cua
phén t0 xé4c dinh theo c¢ong thirc:

Hinh 5.10
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r dr
1 dw d’w (-32)
=-D|l-—+v
r dr dr?
1,3
M. =0; D=12(?h 5 (5.33)
-V

D la d9 cimg chéng udn ctia tim.
2.3. Lién hé giiva bién dang, chuyén vj

Tir cong thirc bién dang trong toa d6 ddc cuc (chuong 4) ta c6 cac
thanh phdn bién dang theo phuong ban kinh va phuong vong nhu sau:

do d’w
NS Z‘d—r‘ = —ZF;
dw‘ (5.34)
€ =2—=—Z—
T rdr

z 1a khoang cach tir diém dang xét dén mit trung binh ciia tam.
2.4. Lién hé giiva Umg suat, chuyén vi

Thay céc bién dang tir (5.34) vao dinh luat Huc, ta thu dugc:

Ez [de 6] Ez (d*’w vdw
o, = —+v=|=- + -
Tl =vidr r 1—-vildr® rdr

(5.35)
Ez (6 do Ez |1dw d’w
G, = 7| — +VvV— | =- 5| —— + v 5
1-vilr dr 1—-vilrdr dr
Lién hé gitra ing suit va mémen udn:
1 12M
c, = 21'11\3/1‘ .Z ] G, = 73 Lz (5.36)

z 12 khoang céach tir diém dang xét dén mat trung gian.
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2.5. Phuong trinh vi phan dé vong

Ly tdng moémen ddi vai truc y tiép tuyén véi cung tron ban kinh r
trong mit phang trung gian cta tdm (hinh 5.11), ta cé:

dM..1) _ o (5.37)
dr

8 d8 6 _Qr

d> dr r D
hay: i[l d(o'r)} _.Q (5.38)
dr

M, -

r dr D
Tich phén 2 lan lién tiép (5.38) ta dugc phuong trinh cua gdc xoay
va d6 vong tai diém bzit ky:

] (5.39)

w=C, - jedr (5.40)

Cac hang sb tich phan C;, C3, C3 duoce xac dinh tir didu kién bién
hodc lién tuc cta bai toan (vi du tAm tron dac thi C, phai bing khong dé
dd vong va géc xoay la hitu han).

prdq:-dr

Q,de + d{Q,dg) 1

W% Z 0

M, rdop +

d(M,rdo) ldl‘SIn —(E

Hinh 5.11
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2.6. Cac diéu kién bién
a) Bién twa khop
w(b) = My(b) =0 (5.41)

I _ ]

WA AN

b

b) Bién ngam, chiu tdi trong phin bo déu trén hinh tron bdn kinh a

9’ £ I I N
; N
/ a N
b -
- Diéu kién bién:
why=0; ¥ _g (5.42)
dr r=b

— Diéu kién lién tuc :

dw

) dw
n(ay ~ wr;(n) ’ dr

W =
T=2 dr

(5.43)

=2

~

c) Tam twa khép chju momen phin bé déu trén bién

( )"

A A
b |
w(b)=0; Mi(b)=m (5.44)

d) Tam vanh khéin twa khop trén bién ngoii

A a

(L7l

w(b) =0 ; M=) =0; (5.45)
Mr(r=a) =0 ; Qr(r=a) =0
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A \ - . A P £ A A an <
e¢) Tam vanh khidn chiu méomen phan bo déu trén bién trong la m,,
bién ngoai la m,

m1 ma ( m: m1
) VIAS SIS SIS SIS
AN
b -
W(b) =0 Mrr=b) =m; Mr-a)=m2; Qqe=a) =0 (5.46)
) Tam twa khdp trén bién, giiva cd 15i cé dinh tuyét d6i cing
i
cé dinh |
f ﬁ
a
o |
w(b)=0; My-5=0
W 0w =0 (5.47)
dr r=a

g) Tam ngam trén bién, giira co 1oi co dinh tuyét doi cimng

<>

/] 1 N\
2 Cé fﬁnh N
% ]
a |
b
w(b)=0; d—wy,:bzo W) 0 wa)=0 (5.48)
dr dr

h) Tim bién tw do, giiva cé 16i c6 dinh tuyét doi cirng

/—\p
C———) Céfignh F_:I

k
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dw
w(a) i

Mit=5y=0; Qrr=ry=0

2.7. Céc dang tai trong di xirng truc

luc chuong 5 & cudi sach.
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(de e]
=> — + V-
dr r )

— TAm tron chiju tai trong phan bb déu.

— Tm tron chiu luc tp trung tai tim cla tim.

(5.49)

—T'Am chiu tai trong phan bb déu trén hinh tron dong tAm v6i tam.

— T4m chiu tai trong phan b trén chu vi hinh tron ddng tam vaoi tdm.

— Tam vanh khan chiu tai trong phan b déu.

— Tém vanh khén chiu mdmen phéan bo déu trén bién.

Céac cong thire d6 vong, mémen udn ndi luc cda cac trwomg hop trén
duoc cho trong bang 5.1, biéu dd d6 vong va ndi luc biéu dién trong phu

Vi du 5.1. Xac dinh d6 vong va img sudt trong tAm tron ¢6 chu vi dat
trén gbi tua va chiu tai trong phan b déu (hinh 5.13)

Gidi
Q.2pr = qpr’

hay Q=92£

C

B=Cr+—= - —"—
r

Ca=0 Vi B4=0,= 0

3
8=Cr - ar
16D

M(r:R): 0

a)

—

7

\

pR
21+l
16 201+

Hinh 5.13



2

hay: C,(1+v)— B34 v) =0

16D
2
Rutra : 1:qR .3+V
16D 1+ v
Viy :
2 4
w=C, — -—q—3—+\—)Rzr‘r3 dr=C;—-—q ——-—3+VR2~Y——I— (c)
16D\ 1+ v T16D T+ v 2 4
q (3+v R' R’
Wiay = 0= Cy = | 222 2o - =
16D{1+v 2 4
q S5+vVv,
Rutra : C,=—— R
64D 1+ v
__9 15+v 4_l3+vR“+1rd
16D| 41+ v 21+ v
5+v gR*
“’r=0=wmax
1+v 64D
M, = ZG+ VR =) )

M, =33y rE oLV
16 3+v

Tai A(z=-W2) o,=—¢q
__6 %
' h' 16
3 s
=-—(3+
8( V) h
Tai B (z = +h/2):

3+v)

qR’
h2

3

6,=0,=0C =c,:%(3+v)
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Vi du 5.2: Day cia mot thung

chiu 4p suit p = 2.10% N/m? 12 mot 2
thm tron (hinh 5.14). Xac dinh bé f
day cha thm day va d6 vong lén 4
nhit. Cho biét tng suét cho phép g
(B6 qua su udn cia thanh). é\ N
oz a) RSN ANAVANNNNN
Cho biet: 3 aobm M
x t P
[6]c = 15.10" N/m?; a=22=0,8 , TR
o 7 AL L1 N
° b) PLZZLIZIZAETIZIIIZIN
E=210"N/m?>;v=028;R=02m }—2R R
Gidi:
c)
6=Cr - P
16D
PR3 d
Or-ry=0=CR - —— )
(r=R) ™ 1 16D
2
Ratra: C, = PR
16D
Dodé: 6=——(R%- Hinh 5.14
tep R T "

M, = %[Rz(l +V) = 123 + V)]

r

M, = %[Rz(l +v) = e2(L + 3v)]

Taidiém A (z=-W/2,r=0): o,=-p

Vi [o,] << |3, nén theo thuyét bén Mo ta ¢ :

2
L =0- os[ pR]=o,334pTRZ—
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< aeA 3 pR2
TaldxemB(z=+h/2,r=0):01=02=+§(]+v) el c;=0

PR® _ 5 4gPR°

o = —(1 V) =

Tai diém C (z=-h/2, =R). o, =

1 h2 Z " hl
. = 6M|(r=R) =3va2
2 h2 4 h2
Viog;<<c,néntacod:
3 pR’ pR’
G4 =0, — 00, = I = 0,75h—2
2
Taidiém D (z=+W/2,r=R): ¢;=0; o2 = 3 vﬁ—,
4 h?
3 pR?
3= "Z h?
3 pR? pR?
Vay Gy _0,8(-2 h2 J= 0,6?
Diéu kién bén c o, <l[o],
2
hay : 0,75 p:; <
2 6 2
RUt ra h> 0,75pR - o, 2.10 .0;2 0.02 m
o] 15.10
4 4
W= ng = p};hz =346.10°
12(1 = v7)
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3-VO MONG TRON XOAY CHIU AP LU'C PHAN BO BEU

V6 méng tron xoay 1a vt thé tao thanh khi quay mot dudng cong bit ky
quanh mot truc ¢b dinh. Ta gia thiét bé day cia vo la rt bé so v6i cac ban
kinh cong . Goi giao tuyén cta mét trung gian vai mat phang di qua truc déi
xung 14 dwdmg kinh tuyén, con giao tuyén véi mat phang vudng gbe véi kinh
tuyén goi 1a dudng v7 tuyén.

Ly thuyét vo méng trong do gia thiét tmg suat phap phan bb déu trén bé
day cua vo (tiac 1a coi vo chi bi kéo hoac nén theo phuong kinh tuyén va vi
tuyén) goi 1a Iy thuyét v6 mong phi mé men. Trudng hop vo chiu tic dung
cua luc tdp trung , hodc mo men tap trung , hodc vo ¢6 hinh dang thay ddi
dd cong ddt ngdt, ta cAn ap dung Iy rthuyét vé mong c6 mé men. Trong phin
nay ta chi dé cip dén 1y thuyét vé mong phi mdmen,

3.1. Phwong trinh Laplace
Xét mot phan & cia vo (hinh 5.15). Phwong trinh tdng hinh chiéu cac

lue theo phuong phap tuyén di qua frong tam cua phan td cho ta:

ey P 550)
pk pv h

oy — 1ing suat kinh tuyén.
oy — Ung sudt vong.

pr — ban kinh cong cta kinh tuyén.

pv.— ban kinh cong cda vi tuycn.

0, hdS,+d(o, hdS,)

h - chiéu day cua vo.

p — ap luc phan bd vudng géc véi mat vd mong. Hinh 5.15

3.2. Phuong trinh can bang tinh hoc dbi véi mét phan vo

Xét tdng hinh chiéu cac luc theo phuong cia truc déi ximg ciia vo, ta ¢o:

oy.2nrhsing =P (5.51)
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Trong do: P 14 hop luc cia ap suit phan bd trén phin vé theo
phuong truc déi xirng (hinh 5.16), xac dinh theo dinh 1y vé hinh chiéu
cua luce:

Pinh 1i 1. Hop luc cua ap suat phan bb déu trén mit cong bit ky theo
phuong A bing tich gia tri cha 4p sudt va dién tich cia hinh chidu mat cong
trén mat phiang vudng goc vai A.

P=pF (5.52)

F> 1a dién tich hinh chiéu ctia mat cong trén mat phiang vuéng géc voi

phuong chiéu (hinh 5.17).

Hinh 5.16 Hinh 5.17

3.3. Mit cong chiu Iwc ctia chét 16ng

Binh Ii 2. Hop luc cna ap luc chit 1ong tac dung 1én mat cong bat ky
bang trong luong cua cdt chit 1ong c6 day 1a mat cong d6 va chiéu cao ké tir
mat thoang.

P=vyV (5.53)

Véi y 1a trong lugng riéng cia chét long, V 1a thé tich ciia cot chét long
(hinh 5.18).
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Hinh 5.18

Vi du 5.3. Xac dinh bé day can thiét cua vo chiu 4p sudt bén trong p
(hinh 5.19) theo thuyét bén tmng suét tiép 1on nhét.

% 5 Pai
|
gt
|
i A P =1 : —
1 o
|
(PL |
Hinh 5.19
Gidi.
Xét phan vé méng hinh ciu:
ok 8. 2mr sing = prr’
Trongddé: r= —];- sing
Vay: o, = B =B2
28sing 43 a) O«
S § . [ B_LJEJB
S p d 28,2 45 . o
s pD _ o
Viy: GI=62=74—8-,G3—0 DW
suy ra O =01 — 63 = %152(3) }
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— Xét phan vo mong hinh tru

_ D
PK_°°§PV:‘5
Phuong trinh cn bing: ’ 1 ] } O«
D2 pD |
G, .0.2n.—=pn—; G, = —
K p 4 K~ 48 1_ B -
=0, = B-Dv =__pD
) 28 } { o
A pD pD _
Viy: 6, =—; 0c,=——; 63=0
SRR T T
pD
cy=061—-63= — (b .
W=01-03= (b) 5

— Xét phin vo mong hinh nén
0x.8.27rsing = prr’

pr pr

Suyra: o, = = ;
y ¥ 28.sing 26.cosa
max pD
c T
( ")’=3 45cosa
r r
PK=®; p, =——= ;
sinp  cosa
c, = pr =L
5 d cosa
pD
G = (o T 5% coccr
(G max (v),=% 28.coso
D
Vay: o,=p7;62= pD ; 03=0;
28cosa 48cosa
pD

()

catheo (c) 14 16m nhét, do d6 bé day binh doc xac dinh tir diéu kién bién:

c,=0, -0, = ————
1d 1 3
28cosa
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pD

Ratra: B|=—"——;
2[c]cosa
G, dsina = .sina = pDiga
4cosa 4
Ung suét clia dai :
PD;_gE.D

=3 <

° 2F L]

F — dién tich mat cit ngang cia dai.

2
Suyra: FZ_pD_tg_a

do]

Vi du 5.4. Tim cac Umg sudt chinh ciia thanh binh hinh nén chira chat
long (hinh 5.20).

Gidi:
Tir cong thac Laplace, vdi pg = o, ta rit ra:
o-v = Ep\

t
p=y3-2)=1.10°G - 2)

2m
t=3.10"m o\
o, = Lm(i;—z).ossu £
3.10 t=3mm @
=1,17.10°3 - z).z

= oy (max) =oc,(z=1,5m)

=1,17.10%3 = 1,5).1,5 Hinh 5.20

=2,55.10° N/m”

=2,55 MN/m’
Xét su cin bang cia phan dudi, ta duge:

o 2nR tcosa =%nRzz +ynR2(3- 2);
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R,.y

=—2" (9-2z
6t.cosa( )

Ok

Thay‘ R,=ztga= %, y= 1.10™ N/m3, cosa. = —3— ta duoc :

J10
o, =0,196.10°2(9 — 2z2)
VAy Skma) = Ok (z=2.25m = 0,196, 10 2,25 (9 - 2,25)
=1,99.10° N/m? = 1,99 MN/m>

Biéu db tmg suit kinh tuyén va vi tuyén theo chiéu cao ciia bé dugc
biéu dién trén hinh 5.21.

2m
—\ 1 2.55
E
4]
N
!
6, Oy
Hinh 5.21

BAI TAP CHUONG 5
5.1. M6t tam tron ban kinh a ¢é phuong trinh d3 vong:
w=c(a’-r?)

Trong d6: ¢ - hing sb:0<r<a

Hay xac dinh cc tai trong tic dung 1én tAm va céc diéu kién bién.

5.2. Mot tim tron bang thép dudmg kinh d = 40cm, bé day h = lcm,
E = 2.10°daN/em?, v = 0,3 chiu tai trong phin bd déu vudng géc véi mat tAm
q= 10N/em’. Hay tinh va so sanh d¢ vong 1om nhit cta t4m trong hai truong hop:

a) Bién tra khop. '

b) Bién ngam. _

5.3. Xac dinh do vdng va (g sudt 16m nhét trong tAm trdn chiju ngam chung
quanh va luc tap trung P & tim cua tAm (hinh 5.22).
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4 \

* a a

Hinh 5.22

5.4. Tinh 6 vang cia tAm tron chiu lxe nhu trén hinh 5.23 ; m: mémen phén
bd déu trén mét don vj dai cia chu tuyén tim.

m m
~ | /e
= IC T M |
a a |
Hinh 5.23

5.5. Mt tAm tron bi ngam & chu vi ngoai; & chu vi trong ¢é gan mot 16i tron
tuyét dbi cimg. TAm chiu tai trong phan bé déu doc theo chu vi trong ma hop luc
bang P (hinh 5.24). Tinh d4 véng 16n nhit.

.
b | b
a a
Hinh 5.24
5.6. Tinh cac mdmen udn & C va q
dd véng & A va B cia tAm tron vé trén ; ; I c

hinh 5.25. Cho biét chiéu day cia tAm X B
h = 2,5mm; cac s6 hiéu khdc: Vé&b bZ; .

b =5cm; a=lcm; E=2,1.10'N/em%, _ L a a |
v=03. Hinh 5.25

5.7. Mot bé chira hinh cu chju 4p lyc hoi bén trong p = 15at. Pudng kinh
trung binh ciia bé D = Im, bé day t = Smm, tmg svét cho phép [o] = 100MN/m’.
Kiém tra do bén cia bé chira.

5.8. Tinh bé day cin thiét cha mot vo ndi hoi hinh try tron, dudng kinh D =
1m, chiu ap hee hoi p = 400N/cm?, (g suét cho phép [a] = 60MN/m’. Tinh dé bén
theo thuyét bén thir .
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5.9. Tinh bién dang €ps V4 Emin
& diém A trén thanh bé chira chat long
hinh try (hinh 5.26). Cho E = 2.10°

kN/cm?, === £
v=03,y=10"N/m". _|emm = b

5.10. Mot bé chira nuge gdm mét 8 |7z = |
thén hinh try va day hinh ban cau nhu — Il E
trén hinh 5.27. B& day thanh binh - = =

) , . TITITTTITT7T
t = 3mm. Tinh \dng suat & than binh D =5m

va ¢ day binh theo hai truong hep sau:
a) Binh dugc treo & phia trén than hinh tru (a)

b) Binh dugc dat trén gia 45 & phia dudi than hinh tru (b)

2m

Wic[j;
=gty

N

Hinh 5.26

2z,
Hinh 5.27
5.11. V& biéu db phan bd tng suit o, va o, trén thanh binh ban cau ban kinh R,

bé day 8, dung chét 16ng véi trong lugng riéng y (hinh 5.28).
7, 2R \

Hinh 5.28

5.12. Tinh bé day cho phép cia
thanh binh hinh nén (hinh 5.29) theo
thuyét bén (g suit tiép 1on nhat.
Binh dung mdt phin chit long ¢ _
trong lugng riéng y. Bo qua ap sut T
khong khi & trén mat thoang, a

Hinh 5.29
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Chuong 6

BAI TOAN UNG SUAT TIEP XUC

1 — BAI TOAN BUT-XI-NET (BOUSINESQ) VE BAN
KHONG GIAN BDAN HOI CH|U LI'C TAP TRUNG

1.1. Trang thai (rng suét va bién dang

X¢ét ban khéong gian dan hdi chiu luc tip trung P vudng goc véi mat phing
bién (hinh 6.1) va mot phén td tich ra tir diém bit ky K (hinh 6.2).

iy,

Hinh 6.1 Hinh 6.2
Phuong trinh cén bing cua phén té (bo qua luc khéi) cho ta tdng hinh
chiéu theo phwong hwdng kinh va phuong vong 1a :

I. 5661 +§(‘rm.r) =0

S 6.1)

ré\i-ﬁ-ﬁ(cz.r)—cl =0
0, ©

z T

Do tinh chat déi xting nén khong cé ung suét tiép va bién dang truot
theo phuong vong trt= yrt= tzt= yzt =0

— Quan hé giira chuyén vi va bién dang tuong tu nhu trong chuong 4:
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ou ow
g, =—; £ =——;
o P oz
2n(r+u-2nr) u
£ = = —
' 2nr r
ou du
=—+— 6.2
Ta (6-2)
— Quan hé giita bién dang va {mg suat dbi véi trang thai tmg sudt khéi
c6 dang :
€, :—[c -v(o, +5,)];e =—[c -v(o, +0 )]
1 T, E (6.3)
£ =—|0, ~VvV(0O_.+0O ’mz——, =

1.2 Giai bai toan theo chuyén vj

Thay cac gia trj cua ung sudt qua bién dang va chuyén vi vao hé
phuong trinh can bang (6.1), ta duwoc hé phuong trinh:

o'w  1-2v | &w 1 du 1 | 2u 1a&u
—+ —+ = +— +-.—|=

a2t 2(1-v)| o' r oz 2(1-v)|eroz r oz

az_u+g[3J 1-2v 2w, 1 dw_

ot o 2(1-v) 82> 2(1-v) ordz

(6.4)

r

Nghiém cua hé trén dugce tim bai Bu-xi-nét ¢6 dang sau:

P |rz r
u_m[?_(l_zv)p(pﬂ)}
- p ( (6.5)

- 47[“[ (1p v}, p-*}

p=+r’+2z° ; (hétruc toa dé nhu hinh 6.3).

Ung suét tai diém bét ky (hé truc toa dd nhu hinh 6.3) duge xac dinh
bdi cong thire:
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s - P 1-2v_ 3z’
© 2nlp(p+z) P

P y2 \
o, =—(1-2v - (6.6)
211( )[p3 p(p+z):l
P 37° P 3rz’
C,=————F; T, =~—"———
fo2np’ 2n p’
Chuyén vi theo phurrong z c6 dang:
w= k.B (6.7)
r
. 1-v

Trong 36 :k =——

2

O

¢ (0 ;
P
r 7
X
y TI77777 7777 77
1z z
Hinh 6.3 Hinh 6.4

w — goi 14 d6 lun cia bé mat.

Trong trudng hop luc phan bd déu cudmg do p trén mot dién tich F cua
mit phang bién (hinh 6.4), ta co:

w:k.[ﬂ (6.8)
Cr

Ta lan luot xét cdc trudng hop tai trong phan bé :
a) Luc P phén bd trén mot dién tich tron ban kinh a (hinh 6.5). Khi
dé ap luc 16n nhét trén mat phang 14
3P

Po= 2 na’

(6.9)

Chuyén vi theo phuong z cia diém bat k¥ trén mat phang bién la:
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1-v* 7p,

w=———2(2a° —x*—y* (6.10
E 4a ( 4 ) )
Chuyén vi tai géc toa d6 :
1-v’ mp,a
W, | _=——. 6.11
0 |r—0 E 2 ( )
Po lintaix =a,y =0:
1-v* mp,a
w, = — (6.12
- 2 )

Hinh 6.5

b) Lurc phén bé trén dién tich elip (hinh 6.6)

Py

Ban khdng gian
dan nhéi

1<
Hinh 6.6
1-v? 0 2
W= Ev .p:{abK(e)—%x .D(e)—%yz[K(e)—D(e)]} (6.13)

Ap suét 1on nhit trén dinh elipxdit:
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3P
2 nab

Po

(6.14)

2
Trong d6: e — tAm sai cta elip tiép xtc: e =, {1+ —
a2

Cac tich phan dang eliptic xdc dinh nhu sau:

2 - BAl TOAN HEC-XO (HERTZ) VE AP LY C, PO DICH
GAN VA DIEN TiCH MIEN TIEP XUC GIUPA HAI VAT THE

2.1. Lién hé hinh hoc gitra cac bé mit cua vat thé tiép xuc

Xét hai vat thé tiép xiic voi nhau tai diém O (hinh 6.7), khoang cach cia
diém M, va M, dén bé mat tiép xuc 1a ;

zy =Fi(x1,y1) 3 22 =Fa(xa, y2)
hay: 2z, =K, x; +K,y}; 27 =K, x:+K,,y’

K11, Ky2: d6 cong chinh tai diém tiép xuc O cia vét thé thir nhit.

K21, Ka2: d6 cong chinh ciing tai diém dé6 coa vét thé thi hai.
2 20 2 2
K”=[%x£2|] ali N Kzlz{aax}:z2 > Kzzz[a P;z]
! 0 0 oY, 0

g { x L
Phuong trinh quy tich cua diém M la:

721+ 2=Ax* + By2 = C = const 6.15
Trong d6 cac hé sb A, B, C dugc xac dinh nhr sau:
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A, B=

] 2

Z[(K“ +K,;, +K,, +Kn)i\/(l(ll ~K, ) + (K, -Ky ) +2(K,, - K, WK, —Kn).cos2m}
Trong d6 ® 12 hiéu cac gbéc 1ap bdi truc x| va x, tuong g dbi voi

truc x (hinh 6.8).

Ta c6 tir (6.15):

=l;—>

>0
@O

x2
Yol hay A <B

wi o<,

A

Ta thdy, day la phuong trinh cha elip trén mat phang bién cua ban

khéng gian dan hoi. Ta xét mot sb trudng hop tiép xiic cu thé va xac dinh

dién tich tiép xuc, ap luc tiép xiic 16n nhat va d6 dich gn giita hai vat thé
tiép xuic.

Hinh 6.7 Hinh 6.8

Vidu 6.1: Xac dinh cac théng sb A, B va hinh dang mién tiép xuc cua 2 hinh
cau (hinh 6.9).

Hinh 6.9
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Gidi: Trong trudng hop hai hinh céu tiép xic ngoai (hinh 6.9a), ta cé
céc d§ cong chinh nhu sau:

Tacé:A=B=-1—[L+—1—J (6.16)
— Trong trirdmg hop tiép xiic trong (hinh 6.9b) ta c6:
1
K212K22=__1_ N A:B:.l_ _1___._
R, 2(R, R,

1 1
— Trong truong hop Ry =, tacéd: K,, =K,, =—=0,A=B=—
0© 2R,

Céc diém M dé&u nam trén ho dudng tron dong tAm O.
2.2. Kich thuoéc dién tich tiép xuc, dé dich gan va ap luc Ion
nhat trén dién tich tiép xtic

Goi d: d6 dich gén cua hai vat thé.
Po: 4p luc tiép xiic 16n nhét.

a, b: ban truc 16n va nhé cia dién tich tiép xuc hinh elip dugc xac dinh
bdi cong thuc:

3 3
. - - 17
a‘2Zk’ nb322k’ (e

na=§/§(1+%:[K(c)—D(e) 1-¢ (6.18)
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1 4 1 ]

n = ; ny =K{e). |—. )
* n.n, ’ ) B D(e)
A
1-v? 1-V?
n= +——; 2K =Ky + K+ Ky + Kn

E’ E-
Céc hé s6 trong cong thic trén tra trong bang 6.1
Trong bang 6.2 bicu di&n kich thude dién tich tiép xuc, ap luc 16n
nhat va dd dich gan cua mdt s trudng hop ti€p xuc gitta hai vat the.

Bing 6.1.Cachésbén,n,n, n,

e A/B 0 Na ny ne N :,
0,050 0,9263 0,01923 1,013 0,9873 0.9999 0,9999
0,100 0,9240 0,03949 1,027 0,9742 0,8997 0,9997
0.150 0,8852 0,08087 1,042 0,9606 0,9992 0,9992
0,200 0,8459 008350 | 1,058 0,9465 0,9985 0,9985
0.250 0,8059 0.1075 1,076 0.6318 0,9974 0,9974
0.300 0.7652 0,1330 1,095 0,9165 0,9960 0,95960
0,350 0,7238 0,1602 1,117 0,9005 0.9942 0,9942
0.400 0,6816 0.1894 1,141 0,8837 0,9918 0,9919
0,450 0,6384 0,2207 1,168 0.8660 0,9830 0,9888
0,500 0,5942 0.2545 1,198 0,8472 0,9853 0,9852
0,550 0,5488 0,2913 1,233 0.8271 0,9805 0,9804
0,600 0,5022 0,3314 1,274 0.8056 0,9746 0.9744
0,850 0,4540 0,3755 1,322 0,7822 0,9669 0,9667
0,700 0,4040 0,4245 1,381 0,7565 0,9571 0,566
0,750 0,3518 0.4795 1,456 0,7278 0,9440 0,9432
0,760 0,3410 0,4914 1,473 0,7216 0,9409 0,9400
0,770 0.3301 0,5036 1,491 0,7152 0,9376 0,9366
0,780 0,3191 0,5161 1,511 0,7088 0,9340 0,9329
0,790 0,3080 0,5291 1,532 0,7018 0,9302 0,8290
0,800 ' 0,2967 0,5423 1,554 0.6949 0,9262 0,9248
0,810 0,2853 0,5560 1,578 0,6876 0,9219 0,9203
0,820 0,2738 0,5702 1,603 0,6801 09172 0,9155
0.830 0,2620 0.5848 1,631 0,6723 0,9121 0,9102
0,840 0,2501 0,5999 1,660 0,6642 0,9057 0,9045
0,850 0,2380 .0.6155 1,693 0,6557 0,9008 0,8983
0.860 0,2257 0.8317 1,729 0.6468 0,8944 0,8918
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0.870
0,880
0.890
0,200
0,910
0,920
0,930
0,940
0.950
0,955
0,960
0,965
0,970
0,975
0,880
0,981
0,982
0,983
0,984
0,885
0,986
0,987
0,988
0,989
0,990
0,991
0,992
0,993
0,994
0,995
0,996
0,997
0,998
0,999

0.2132
0,2004
0,1873
0,1739
0,1603
0,1462
01317
0.1166
0,1010

0,09287
0,08456
0,07600
0,06715
0,05797
0.04838
0,04639
0.04439
0,04237
0,04032
0,03823
0,03613
0,03400
0,03183
0,02962
0,02737
0,02508
0,02273
0,02033
0,01787
0,01533
0,01269
0,009934
00,007018
0,003850

0.6486
0,6662
0,6845
0,7037
0,7238
0,7449
0,7673
0.7911
0,8166
0,8300
0,8441
0,8587
0,8741
0,8904
0,9077
0,9113
0,9150
0,9187
0,9225
0,9264
0,9303
0.9342
0,383
0,9425
0,9467
0,9511
0.9556
0,9601
0,0649
0,9698
0.9749

" 0,9803

0,9861
0,8923

1,768
1,812
1,861
1,916
1,978
2,053
2,141
2,248
2,381
2,463
2,657
2,669
2,805
2,975
3.199
3,253
3,311
3373
3,441
3,514
3,694
3,683
3,781
3,890
4,014
4,156
4,320
4515
4,750
5,046
5,432
5,976
7,637
8,608

0,6374
0,6276
0,6171
0,6059
0,5938
0,5808
0,5665
0,5505
0,5325
0,5224
0.5114
0,4993
0,4858
0,4704
0.4524
0,4484
0,4442
0,4398
0,4352
0.4304
0,4253
0,4199
0,4142
0,4080
0,4014
0,3942
0,3864
0,3777
0,3680
0.3568
0,3436
0,3273
0,3058
0,2722

0.8873
0,8766
0.8710
0.8614
0,8507
0.8386
0,8246
0,8082
0,7887
0,7774
0,7647
0,7504
0,7338
0,7144
0,6909
0,6856
0,6799
0.6740
0,6678
0,6612
0,6542
0,6467
0,6387
0,6300
0,6206
0,6104
0,5990
0,5864
0,5721
0,5555
0,5358
0,5112
0,4783
0.4267

0.8841
0,8759
0.8668
0,8566
0,8451
0,8320
0,8168
0,7990
0,7775
0.7650
0,7509
0,7349
0,7163
0,6943
0.6675
0.8613
0,6549
0,6481
0.6409
0,6333
0,6251
0,6161
0,6071
0.6970
0,5860
0,5741
0,5608
0.5460
0,5292
0,5096
0,4864
0.4574
0,4186
0.3579
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Vi du 6.2. Cho mdt b bi chén v&i vong bi phing khéng cé rinh (hinh
6.10). X4c dinh :

Q
Y R
EONNEG)
A
Q

a) Luc nén cho phép Q theo chiéu truc ?

b) Kich thuée cia dién tich tiép xiic ?

c) D6 dich gan giira hai vong bi ?

Biét s bi i = 20, dwong kinh vién bi d = 1 cm. Vat liéu 1am bi va vong
bi 14 thép crém ¢6 &p suat 16m nhét cho phép trén dién tich tiép xic [po] =
350.000 N/em?, E=21,2.10° N/em?.

Gidi:

p =0,38803PE| Ra TRy U R¥R 12

’ RR, " R,R, R d

E2
p0=0,3880,-‘ﬂ422 A
py.d’i 350000%12.20
Rotra: Q=3,42"2"—-=Q=3,42——— " =6530N
E (21,2.10°)

Tai trong tac dung 1én tirng vién bi la :
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8—12313£ —1 313 408 %—0 001]cm
212 1

2d —2.0,0011 = 0,0022 cm

Vi du 6.3. Mot & bi try, kich thudce
ngoai 120 x 260 x 86 mm, chiu luc
Q =45000N. Kich thude ctia vién bi try:
do =36 mm, / = 58 mm. S vién bii=13.

/L

L Ll

L2

)R

Rénh tra diu ¢ = 4mm. Puong kinh lon
nhat cua vong bi trong D = 154 mm
(hinh 6.11).

Xac dinh kich thudc dién tich tiép

L

xuc gilra vién bi; vong bi trong va ap luc
16m nhéit tac dung 1én dién tich d6. Cho
E=2,12.10" N/em®; v=0,3.

Gidi_Lirc tac dong 1én mdi vién bi 1a:

45000 =15900N

P=4,6.g=4,6A
i

=L -2¢=58-2.4=50mm

:B w-BlSON/cm

R R, 3180 1,8.77
E ‘R, +R, 21,2.106 1,8+77

|

Hinh 6.11

=0,0225

p, = 0,418 JqE Nt Rs =0,418\F180.21,2.106.
RR,

166

1,8+77
1,8.77

= 89900 N/cm’



BAI TAP CHUONG 6
6.1. Xac dinh tai trong cho phép tac dung 1én banh xe cila mdt can truc. Mii
ray 1a phing. Banh xe va ray déu bing thép ¢ E = 2.10°N/mm?, [6), = 600N/mm’
(hinh 6.12).

i
i

NN

Hinh 6.12
6.2. Xac dinh kich thudc cia dién tich tip xic va ap sudt I6n nhat gitra dwomg
ray va banh xe hoa. Toa xe ¢ 8 banh va trong lugng Q = 600kN. Pudmng kinh banh
'xe D = 900mm va ban kinh nim ray r = 300mm. Liy E = 2.10’'N/em’; v = 0,3
(hinh 6.13).

™ ‘é rﬁ/ﬁ

—
||

Hinh 6.13
6.3. Trén hinh 6.14 biéu dién mot & bi don. Xac dinh:
a) Kich thudc dién tich tiép xiic giira vién bi vdi vong bi?

b) Ap lirc 1om nhit p, téc dung 1én dién tich tiép xic.
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Cho kich thudc 4 bi: rong 28mm; ban
kinh ngoai 75Smm; ban kinh trong 42.5mm
(hinh 6.24)

— Ban kinh ngoai nho nhat clia vong bi |
trong: R, = 48,83mm. — )

— Ban kinh trong [én nhét cia vong bi .
ngoat R, = 48,83mm, N o

— Ban kinh ranh cda vong bi trong va
ngodi; r = 10,23mm.

— Duomg kinh vién bi: dy = 19,8mm; ‘Q

~ 86 vién bi: i = 10;

~ Luyec tac dong Ién & bi: Q = 34000N; I

— Médun dan hi: E =21,2.10°N/cm; Hinh 6.14

— H¢ s6 Poatxdng: v =10,3.

Chi thich: Tai trong Q khong truyén déu xudng mdi vién bi. nén vién bi & vi
tri bt lgi nhit s& chiu mot hre P = S.Q
1

6.4. MOt tim tron bﬁng thép chiu lye Q = 7,5kN ¢ tdm va duogc dat trén ba cot
thép ¢4 dau miit hinh ban cav, ban kinh R = 15mm. Ba cdt nay duge bd tri tai dinh
clia tam giac déu, do do luc Q phan bd déu 1én cac cot (hinh 6.15). Tinh kich thudce
dién tich tiép xtc, ap luc 1on nhit, dé dich gan giita tAm va dAu cot. Néu tdm bang
gang thi cac dai lugng nay sé thay dbi nhur thé nao? Cho biét;

- Epep = 2, L.10°kN/em’; vy, = 0,28

- By = 1,2.10%KN/em’; vy, = 0,25

‘Q

Gy o At

Hinh 6.15
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PAP SO VA CHi DAN
Chuong 1

1.2. $ = J? +2J, = const, véi Jj, ] 1a cac bét bién thir nhét va thi hai

cua tenxo umg sual.

b) Ap dung cong thic 1.3.

—

1.4, a)p, =11i+12 j+9k

> 21i+14j+421k

b) p.
Vs
G o
G -—— —_——
2 2
L.5. a=b=c=——l-.Tenx0L'mgsu§t: 2 s -2
2 2 2
c
-— ~-— ©
2 2
-1 2 T oy
1.6.a) p, =-3—C(141+18_|—8k)
-1 > >
b) p, =§C(—28 i+16k)
¢c) o, =]C]\/6_5 ;6,=0;0, = —|C|\/6—5_ 3 Tim :|C|\/g§

1.7. 6, =8; 0, =2; 6, = ~2; (rang thai img suat khdi)
oy _{__1_._;1}. v _{L.L._l_}. . _{_1_._;_0}
B VRN NS (A W SV NS SRR W RN
1.8. o, =31;0, = 0, = 0; (trang thai img suit don).
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el o

1.9. p, =»\/1—§(12i+3§—6'1?)

b) € =1+v6;€,=2;¢, =1-6 (trang thai bién dang khdi).
1.11. g, = 4; &, = g, = | ; (trang thai bién dang khéi).
1 1

A EE R R R R
112.2) = {TO-T} ~{-71_—-~j_}lavectochlphumg

cia AC va CB, ap dung cong thirc (1.23) ta tinh duoc sy thay déi dé dai cia

< i

AC va CB.

AD vi CD, 4p dung cong thirc (1.25), ta tim duoc v = 0, hay géc ADC = >

} la vécto chi phuong cua

»

khong thay ddi sau khi bién dang.
1.13. A(5;0;6); B(3;4;0) ; AB = \[‘2)2+42+(—6)2 - /56

0 0 O
1.14. 2) T, ={ 0 0 A | (trang thai bién dang phang)

0 A O
b) Trén canh OA;u=v=w=9
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Trén canh OB u=0; v=Ax3; w=0
Trén canh OC:u=0; v=0; w = Axy.

115, ay T, =10 B A
0 A O
b) A=-B;
g6 =Ago CATAYS) L (CA-AVS)

y L3 T 2 s L3 2
(trang thai bién dang khbi)

Chuwong 2
2.1. a) Co

b) Khong
2.2. Ay + B +2C,=0; C; =4; Ag, By, Cy 12 hang sb tuy y.
o° ol o°
24, a)pX=0;pY =0, pZ =-4x3;

2.3.

=0 ; E va u khong anh huong gi.

b) sy =8 a; 6, =a; 63 =—a; Trang tha ung sudt va trang théi
bién dang 12 trang thai khdi
c) rf;)x =45,

2.5. Ap dung dinh [uat Huc tdng quat, véi trang thai (mg sudt phing;
5, =20MPa = 2kN/em’ ; 6, = 30MPa = 3kN/cm® ; 1, =0, ta cé:

5 Uxy
g, =0,55.10"

g, =121 07" hay su thay dbi kich thuéc bing:
g, =-0,75.10"*
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Aa =1,65.10"(cm)
Ab = 2,4.1073(cm)
At==0.3.10"*(cm)

Trong d6 a=30cm, b=20cm , t= 0,4 cm.

2.6. Chi dan : Tai cac canh ngam, chuyén vi u=v =0 ; trén canh khdng
¢ ngoai lirc, tmg sudt phap va img suét tiép béng khong ; trén canh chiu tai
trong, st dung quy udc dau cda img sut, phan tich ngoai luc theo phuong x
vavy.

2.7. Chi din: Thay vao hé phuong trinh ¢an bang tinh hoc. véi luc khbi
F =0, sau d6 &p dung dinh luat Hc, tinh cac thanh phin bién dang va
kiém tra diéu kién tuong thich theo Saint-Venant.

2.8. Chi din: Trudng hop b) ¢ cac thanh phin {mg suat 1a cdng tic
dung cua tredng hop a) voi luc P/2 dat tai gdc toa d6, va luc P/2 dat tai
X'=x-a;y =0.

2.9. a) Trén canh OA (x = ytgf}):

—-pcosP =o, cosP —t, sinf
{ psinf3 =1, cosp —o, sinf

vy =0,(-)+1,,0=—-0c

Trén canh OB (x = 0): "
0 =1,(-D+6,0>1 =0

Yycosa =0, cosa — 1T Sino

b) Trén canh OA (x = -y1gB): { . T
| Yysino =T, coso—G sina

Trén canh OB (x = ytgf):

~qcosP =6, cosP —1,, sinf
gsinf} =1, cosf ~o, sinf

2.10. * Mat c¢it ngang hinh tron (hinh B2.10 a):

O hai dhu thanh hinh tru (v = X;):
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XV = iCX2
. X =acosQ
Y, = +Cxy Véi: X
X, =asin
Z,=0 ? P
O mat bén cua hinh tru (C} Lxy )
X, =Y, =0
Z, = —Cx,{+Cxm
= —C.asin@.cosp+—Cacos@.sing =0
* Mat cat ngang elip (hinh B2.10 b):

(5 hai dAu thanh hinh tru:v = X, (-t < t < 71)

X, =xCx,

. . X =acost
Y, = £Cx, 26 )
) X, = bsint
Z,=0

O mat bén cua hinh try (; 1 xy):
(X, =Y,=0
J Z, = —Cx,{+Cx;m

= -Cbsint.cost+C.acost.sint

sin 2t
=C a-b
5 (a—b)
X, Xa
v b —~
(0] t
[E X, ] a X4
a) b) )

Hinh B2.10
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Chuong 3

3.1. Cac thanh phan cita ten-xo (mg sudt :
12

LGIZ = —48X|X2 ;613 = (523 = 0

Céc thanh phan cia ten-xo bién dang:
]
£, = E{24(x,2 —3x2) = V[24(x? = x3) + 48v(x{ - 2x3)]}

€5y = %{24@(3 —x2y - v[24(x? - 3x3) + 48v(x} - 2x3)])
)

48x,X,

G S I A A S 7

€13 = By3 = €33 = 0

€=~

O._ — — p—
.
3.2. c
| 3 ,.,. 2. 4. 2, :
c. = —(Xy——-y +=c¢
. 4Cj(y3y 5y) y
Hinh B3.2
ch = Z%(y"—&:zy +2c¢%)
39X, 52
=— -c
| xy 4C3 (y )

Thay vao cac biéu thire 1ién hé ndi luc va tng suht, ta c6 dim chiu lién
két va tai trong nhu hinh B3.2.
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3.3.

6Fx P
-— d-2vy)- =
% d,( Y) q
<0'y =0
6Fy
Txy = d? (d_Y)

Thanh vira chiu udn, vira chiu nén bai luc F va P nhu hinh B3.3.

s

0 o X
P — —
d
F ‘ 7
'y
Hinh B3.3

34. o, :__S_.y_ +—P—;

2?20 Oy T =0

S.c

Thanh wira chiu kéo, vira chiu nén béi luc P va mdémen ngiu luc
M = T nhu' hinh B3 4.

P _ P x
S \ d 0 ’/s
M=T° c M=Tc
{ {
Y Hinh B3.4

12
. G, _?[P(K_X)+ M,ly
35.4q0, =0

6P &
\Txy d_q(T_y )
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N 12Pxy

G _
i h h*
3.6. yo,=0

6P h*
Ty = S (—-
\ h_1,(4 Y)

. =%{5y(x2—fz>—lo y*+6d%y]

| 2 3
3.7. <o, =——[fy’'-3yd“-2d

= M(sz ~502 +d% - 5y?)
- 40d
3.8.
do 2T 2Ty 2Tx 2Tr >
G maG T T m T mm T e Vet

Do vénh w= 0.

4
3.9. Hang sb xo0dn J:E; o _T
2 dz Gl
do oy do
w=0—(—-y)= -G—.y;
T sz(ax y 5
T, = Ggg(ﬂer): G-@.x
’ dz ox dz
do
= —, :0
LW dzw

3.10. Phuong trinh chu tuyén cha tam gidc déu ABC ¢6 dang:
(x —V3y+3a)x+3y+3a)x-a)=0
Ta thdy ham ¢ thoa min diéu kién trén bién cla tam giac; thay vao
G do

do
phuong trinh A@ = —2G—, ta ¢6: K = ———_ Tir lién hé gitta mbémen
dz 6a dz

xodn T va ham ¢, ta co:
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d64 3.d0

T= =50y vei = 3+/3 2" 12 mémen quan tinh
5\/' daz" dz " P 1
ddc cue cia mit cat ngang .
d .
T do: _6:_51‘ I
dz 93 Ga
_ Gje (x —a)y
Céac thanh phin vmg suét tiép 2.
_gd do (x2 +2ax—y?)
dz 2a
Do 1,, = 0 tai X =a nén img sudt toan phan trén canh d6 bing :
d6 (3a’ —y?)
T, =T,@,y)=G——-+-—"—
= T (aY) dz - 2a
Ung sudt 16m nhét dat dugc tai diém gita cac canh :
do T
Toax = tly(a,O) = 3G— = 5\53
2 dz 18a
2 2
Do venh : w = S0 YOXT7YT) 16 déi véi y .
dz 6a

Hinh B3.10
a) Pudng dong mirc ing suét ; b) Puong ddng mirc 6 vénh.
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3.12. Aop = —2G3—e=const : (p\S =0; (x :i%).
Z

Viy ¢ la ham mg suat Prandtl.

T'/-X :a_(P:O
ay -
T =—a—(p=2G-@.x
i ox dz

3.13. Huéng dan: sir dung cong thire T = ”2 o(x,y)dxdy va thay gia
F

tri ctia ¢ trong tu trong bai 3.11. Mién tich phén l4y trén dién tich tam giac:

——CQSXSC—O;y=iEEx+b
2 2 ¢,
2 2
3.14. Ag = 2036.(a ) const
Z a

¢|, = 0; Vay ¢ la ham img suat Prandil.

T, = %z—ZGég.y
' oy dz
2
:—a—(‘o=2Gge—.E~x

T
i x dz a*

b
Vé1 — rat nho = 1y, = 0
a

de dé 2T
T=|[2¢(x,y)dxdy = 1ab’G—; T__ ~2G—b=
JJ Plx, y)dxdy dz= ™ dz  mab’

3.15. Thay @o(x , y) = X(x).Y(y)-vao phuong trinh A@ = 0 ta thu dugc hé :
X ()+MX(x)=0 . .
) " vOi A 1a hdng so6 .
Y (y)-AY(y)=0
Nghiém cua hé la:
X(x)= AsinAx + BcosAx
Y(y) = CshAy + Dchiy
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Do tinh chat d5i ximg theo y nén ta cd A =C =0, thay vao diéu kién bién:
do )
Qo(xa,y) =0 @y(x,2b)= -G — % (a* —x?). ta thu dugc :

L n=13,5..
2a

Ap dung dinh 1y chdng chit nghiém, ta co:

nny Gde a?(—1)"hH"2

= B, cos 2¥op MY ~-32
i n=1,23;5t.> ’ 2a 2a dz 3.3, D70
2a
' do
Nghiém téng quét cua phuong trinh khéng thudn nhét A = — 2Gd— la:
zZ
dé doa’? & )(n l)/2 mIX
=0—(a 326 —— ‘ch D ;
(10 J dZ( ) 7 7!3 23: h nﬂ:b 2a 2a
2a
Céc thanh phan img suét tiép:
® (n-1)/2
=2 g2 g ED T o M MY
ay dZ 7[ n=1,3.5... n h b 2a 23.
2a
o _1\{n-1)/72
SR JEP 7L CNT T LI S G AL L. L
Y Bx dz dz 7’ i35 2oy PP 22 2a
$3,9... ch——
L 2a
Ung suit Ién nhit dat duoc & diém giira canh dai ;
do de a &
T =Tl 2G—a—16G-——— z
(2,0) —
max zy|(a dz dz r? 3., hmtb
2a
D¢ vénh ¢6 dang :
® (n- 1)/2
:@xy 326—(—123— > (=D in Xy AT
d dZn n=13.5... hnnb 2a 2a
2a

Ta thiy dd vénh dat tri s6 1on nhit tai céc goc cua hinh chit nhat,
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3 oo
Momen xoan : T—I6qua—h—1024G@a— Z -1—h1m—b

dz 3 Zn,,135n 2a

Dbi voi mat cét ngang chir nhét hep (a << b), ta co:

b 50 s th ™ 0 khib/a o> o0,
2a 2a
d
Dodé: ¢ = G—(a ~x%); mu_zG@a r_? di *b

. .. . 16
Hang s6 xo0an ctia mit cat ngang chir nhiat hep J = ?a3b .

Céc cong thire trén cling duge ap dung cho mit cit ngang thanh moéng hd.

———

a)
Hinh B3.15

a) Dudng déng mirc img sudt; b) Budomg déng mikc 6 vénh (asb =0,5).
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Chuwong 4

4.1. P,= 15,2 MN/m’

42. b=a=176cm

4.3. P,=1,7 kN/cm?

A, = 0,001 mm; Ay = 0,0066 mm
4.4. Chi ddn:
Truong hop bng bit kin hai ddu: trang thai ung sudt khdi voi
2
o, = ——P%  (nén) , ing sudt o, v 6o xéc dinh theo cong thirc (4.18).
(b —a“)

So sanh c4c ung sudt d6 dé tim tmg suat chinh rdi 4p dung thuyét bén (mg
suit tiép 16n nhét ' = 0, —03 < [0'] dé tim ban kinh ngoai b .

Trudmg hop 6ng hd hai dau: trang thai img suit phing véi o, =0,

4.5. Chi dan:

Do 16i thép tuyét ddi cimg nén chuyén vi u ‘ rea =0, tir d6 tinh duogc ap
hre tiép xuc py theo cong thic (4.24, 4.25) v&i pa = po; po = p. Ong thoa mén
diéu kién bén theo thuyct bén M.

4.6. A=0,0016 cm

4.7. Ung suét phap theo phuong ban kinh va phuong vong tai cac diém
A, B, C ¢ gia tri nhu trong bang sau:

Trwong hep o (kN/cm?) oe (kN/cm?)
Ong thép { Ong déng Ong thép r Ong déng
biém Diém
A B C A B C
|

a) -20 -5,77 0 18 3,74 9,62
b) -20 10,09 0 6,5 -3,49 16,82
) 0 6,05 0 -16.1 -10,08 10,08

4.8. Chi dén: Coi éng trong (dc) chi chiu 4p lyc tiép xtc p. vdia=0,
¢ =1y ; 6ng ngodi vira chiu 4p sult bén trong p. va bén ngoai p tai b = ry.
Ap dung cdc cong thuc (4.21, 4.22) vdi cac dic trumg vat liéu cua timg éng,
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ta tinh duoc chuyén vi tai r = r; cia hai ng rdi cho chiing bang nhau (do hai
dng dugc 10ng khit va chuyén vi 1a 1ién tuc), ta rit ra ¥mg suat pe. Tir d6 tinh
duoc tmg sudt ciia timg 6ng theo cong thirc (4.17).

4.9. Chi din: Pay 14 bai toan ghép hai 6ng, trong &6 &ng trong la dac,

tuyét ddi cimg: u,

roy = 0 ; Ung sudt tiép xuc khi ghép éng duoc xac dinh

tir dicu kién: u,

i = 8. Tir d6 ap dung cong thirc (4.17) dbi véi dng ngoai
va (4.19) d6i véi bng trong dé xac dinh img suit o, va oy . Chuyén vj tinh
theo cong thirc (4.21, 4.22)

4.10. Chi dan : D4y 1a truong hop riéng cta 16i giai Michell (4.13); ap
dung diéu kién bién:

c.(a)=0,(b)=0
T4(a)=1,4(b)=0
b

s Icerdr =M
b
Jcodr =T

Ta tinh dugc cac hé sb roi thay vao hé (4.10) xac dinh cédc thanh phan
{mg suét.
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Chuwong 5

5.1.

W

JZO;

0=V _ 2Cx|_ =2Ca = 0;
dr r=a

r=

2
M;—D{d ”2V+ﬁ9vl)=2c.o(1+v)¢ 0 vr;
dr r dr

Vay tAm tron tra tr do trén bién va chju mdmen ubn trén bién voi
cuong dé: m =2C.D (1 + v).

5.2

Str dung cdng thire tinh dd vong 1ém nhét tai tAm cua tim:

A . (5 tv a4
1) Bién tua khop w max{r=0) - (T—ﬁ 24D ;
qa’
2) Bién ngam \Nima\(rﬂ)) - 64D’

véi a — ban kinh cta tim; D — d6 ctng chdng udn; v — hé sb Poat-xéng.
Ta ¢6 dd véng ciia tAm c6 bién tua khop l6n hon gin 5 1an so véi tAm c6
bién ngam. .
5.3. B$ vong 1om nhat tai tim cua _tém bfmg:
Pa’
w[ = ;
max(r—0) l6T[D
Ung sudt lon nhit dugc tinh theo cong thie:
max 6Mr . max 6M
c T - 2 9 c L - p)
h h

M, = —P—[(l+v)ln3—l] *)
.. 4n T
Vou:

T r

M, =4£[(1+v)1n3—v} (%)
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Khi r — 0, cAc biéu thirc (*), (**) tién t&i o, do d6 khéng con thich hop
d2 tinh omax. Ta s& ding cong thire hiéu chinh sau dé tinh tmg suft 16n nhét
tai diém ¢ mat duéi cua tim:

g - POEY)

{0 4851n +0 52:‘
h
Dai véi bién tua tu do ta co:

P[(l +v)(0,4851In : +0,52)+ 0548}

Gmax:

h2
5.4. Do vong tai diém c6 khoang cach 0 < r < a tinh theo cong thirc (s
dung két qué bai 5.1);
m

T 2(1+wD

m.a’
2(1+v)D

55 w=— L a“—a2b2[1+4(1n9)2}2b41n3
16nD(a” +b*) a a

5.6.
MS =-3120N.cm/cm ;M =-5200N.cm/cm
w* = 0,42cm ; w® = ~0,44cm

57. ¢ =75MN/m’ <|o]

(a’ +1%)

Suy ra: w| — =

58. t=1,7cm
5.9. Chidan : Ap dung nguyén ly binh théng nhau.
Emax = 3,98.107 ; gnin = -0,625.10™
5.10. a) Binh dugc treo & phia trén than hinh try:
Gumax = 6,66 MN/m” ; oy = 4,45 MN/m* ; 614 = 5 MN/m’
b) Binh dat trén gia 40 & phia dudi than hinh tru:
Gymax — 6,60 MN/m? ; ;or=0;0u=5 MN/m?

184



Hinh B5.11

512 6. — yz(H-h-27)R s = vZ(H-h-2z)(H-h+22)
Ty dH Pk 60 cosa
mas _ ‘Y(I—] _h)zR . maxl _ 3Y(H —h)ZR .
v H-h = — <7 Oy N
z=—> 481 , 168H cos o

2 1

o, = max (op™ ; 67) ; 6, = 0. Theo thuyét bén USTLN:

6" =06, -0, <[o], ta s& tinh dugc bé day cho phép 8.

Chuwong 6

6.1. [p]=108 kN

6.2.2=0,65cm; b=0,5 cm; pp = 110 kN/cm?

6.3. 2= 0,489 cm; b = 0,057 cm; po =291 kN/cm?

6.4. 1) Vi tam thép: a = 0,063 mm; py = 300kN/cm?; 8 = 0,026 mm
2) V&i tim gang: a = 0,07 mm; po = 230kN/em?; 8 = 0,033 mm.
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PHU LUC

A — THANH MAT CAT NGANG BAT KY CHIU XOAN

1. Mat cat hinh chir nhat

Pwong déng mikc trng suat

T
et
i

b vénh

2. Mat cat hinh tam giac déu

Pwéng déng mirc (Png suét
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Ung suit tiép Do vénh

3. Mat cat chiv I (thanh méng hé)

('ng suit tiép
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4. Mit cat ngang thanh mong kin (hinh bat giac)

Pwng déng mirc (rng suat (U'ng suét tiép

Do vénh Pwéng déng mirc do vénh

B — TAM CH(Y NHAT Bl KHOET LO €O HiNH DANG KHAC
NHAU, CHIU TAl TRONG KHAC NHAU

1. TAm c6 16 tron, chiu kéo déu theo mét phwong

(Png suét phap theo phwong x
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= — I . =
- : : o |

(’ng suét phap theo phwong y Chuyén vi theo phwong y

2. TAm ¢6 16 tron, chiu kéo déu theo hai phwong vuéng géc

(ng suit twong dwong theo Von-Mises  Chuyén vij theo phwong y

3. TAm c6 16 tron, chiju tai trong phan bé déu vuéng goc véi

mat tdm

Bién dang Ung suét twong dwong theo Von-Mises
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4. Tdm c6 16 chi¥ nhat, chiu kéo déu theo canh dai va nén déu
theo canh ngan

0,000 0,100 (m) }“ ¥
D.E

(ng suét twong dwong Von-Mises
5. TAm c6 16 elip a = 40mm, b = 30mm, chiu kéo théo phwong
X va nén theo z.

0.000 0,100 (m) }“ X
)
0,050

(ng suit twong dwong Von-Mises

190



6. L6 tron dwong kinh 40mm chiu kéo theo phwong x va nén
theo phwong z

0.000 0,100 (m) J‘W‘ 4
e

(ng suét twong dwong Von-Mises

7. L6 tron dwdng kinh 20mm, chiu kéo theo phwong x va nén
theo phuong z

0.000 0,100 (m) ,l\ %
[ e——
0.050

(Png suét twong dwong Von-Mises
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C — UON TAM CHUY NHAT VO BIEU KIEN KHAC NHAU

1. Tam c6 mdt canh ngam, ba canh twa tw do, chiu tai trong

phan bé déu vuéng géc véi mét tim

——

Bién dang va (rng suét

2. TAm c6 hai canh ngam, hai canh twa tw do, chiu lwc tap

trung

Bién dang va (rng suét



3. TAm c6 bén canh twa tw do, chiu tai trong phan bé déu

vudng géc v&i mat tam

M&émen xodn My,

S S B s
AT BRET PB e

Mémen U(:)n M4

4. Tam c6 hai canh déi dién ngam, hai canh twa tw do, chju tai

trong phan bé déu
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5. TAm c6 mét canh ngam, ba canh twa tw do, chiu tai trong

phan bé déu trén mot mién cla tam

Bién dang va (rng suit

6. TAm bén canh twa tw do, chiu lwc tap trung

Bién dang ('ng suét
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7. TAm c6 bdn canh ngam, chiu tai trong phan bé déu vuéng
goc véi mit tam

B T T

. ™ T
Diwiml | il ) sl eie e le e Bem] o] Dl | 2ITE ) almimmimip sl leie e e ale)

Olaisiztiym Qlalsiz s

Bién dang (ng suit

8. TAm cé mét canh ngam, ba canh twa tw do, chiu tai trong
phén bé bac nhat vuéng géc véi mat tdm

Ung suét

195



9. TAm ngam 4 canh, chiu tai trong phan bé déu vuéng goéc
v&i mat tAm

Bién dang | Ung suét
D — UON TAM TRON

1. TAm tron ngam trén bién, chiu tai trong phan bé déu

q

/] N
j { \ { / Yy V¥ { t
/] N
/] N
? a 5
/ N
-a 0 a
0 —=T
N\ /
\ 7
\ /
o S
Winax
wY

Biéu db do véng Gia trj w cho trong bang 5.1
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yd
/.

<

0 ~r
-a - 0 a
Biéu d6 lwc cit
M
"k oo
a“ (v
M"(O):q 16 ) I I 3
TN -
al i 10 i\ (2
7/ S S S S B S e AN
H h ! ! ! ! H L i Mria)= ;%a’
Biéu A4 moémen uén M,
My ,
Moo= B
/‘:"'— T~
I/ \, ——
- - [
-a / 0 a
a 1} : II 1} 1 \ —ﬂ
i P M(8)==F

Biéu @4 momen udn M,
2. Tam tron bién twa khép, chiju tai trong phan bé déu

q
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3. Tam tr
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7

167D

Wmax

6 vong

Biéu b d

6 mémen udn

M,

Biéu d
(Gié tri M, cho trong bang 5.1)

i ©
e e
- \

i \-,---
s 7 O

= ﬂ.ﬂ s
.

- N\ [
---,-HH-./_,--H

. T
3 o®

dd mémen udn M,

Bieu

hiu Il,vé tap trung

”

4. Tam tron bién twa khop, ¢
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